
偽金貨を探そう
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1. 偽金貨パズル

次のパズルは誰でもどこかで読んだことのあるもので

しょう。

問題１ いまここに金貨が 20個ある。見た目はす

べてそっくりなのだが、実は１個だけ重い偽金貨が混

じっている。この偽金貨を、天秤を使って見つけだし

たいのだが、いったいどうやったら良いだろう。ただ

し天秤を使う回数はできるだけ少なくしてほしい。

さて答は？ここで、「やり方は解らないけど、答は３

回」と即答できる方はこの記事を読む必要はありませ

ん。次の記事に進んでください。

この手の問題が書いてある多くのパズルの本では、答

は３回と書いてあり、そのやり方も示されているのです

が、３回が最小回数なのでしょうか？この手数の最小性

について書かれているパズル本には、残念ながら私はお

目にかかった事がありません。そのため、私はずっと消

化不良状態を起こし続けていました。そして大学に入っ

て初めてこの問題に回答することができるようになった

のです（もしかしたら普通より遅いのかもしれない）。

「この答は３回が最小なのです。そしてこの事実は非常

に重要な問題を含んでいるのです。」

さて、なぜ３回必要なのでしょう？天秤を１回使う

と、「右が重い」、「つりあう」、「左が重い」の３通

りの答があります。天秤を２回使うと、１回目の結果が

３通りあり、２回目の結果が３通りあり、全体で９通り

の結果があります。すなわちある計り方をした結果、９

通りの答を返すことができます。では今の問題について

考えてみましょう。 20個の金貨のうちどれか１つだけ、

重い偽金貨が混じっているのですから、答は「１番目の

金貨が重い」,「２番目の金貨が重い」,…,「20番目の

金貨が重い」の 20通りあるはずです。そう、すなわち２
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回天秤を使っただけでは９通りの答しかできないのです

から、 20通りの答が存在する上の問題に答えることは不

可能なのです。ちなみに３回天秤を使うと、 3 � 3 � 3 =

27通りの答が可能であり、 20通りより多いので、答が

可能となりそうです。興味のある人は実際の手順を考え

てみて下さい。

2. 金貨を増やすと…？

３回天秤を使うと 27通りの答が可能なのですから、

問題 1で金貨を 27個まで増やしても良さそうですね。

実際その通りです。 27個の金貨の中から１つだけ重い

偽金貨を３回の天秤で見つけ出すことができます。では

その手順を考えてみましょうか！というと「そういう面

倒なパズルは嫌いだ！」とばかり、うんざりしてこの先

を読むのをやめててしまう人もいるでしょう。ちょっと

待って下さい。実際の手順を考えるには、非常に重要な

「コツ」があるのです。もう一度先ほどの議論に戻って

みましょう。答は 27個の金貨のうちどれかであり、３回

天秤を使うことによって 27通りのパターンがあるのです

から、この数はぴったり一致しています。すなわち無駄

は絶対に許されないのです。１回目に天秤を使うことに

よって、答は３通りありました。１回目の天秤を使った

時の答がなんであろうと、その後もう２回しか天秤は使

えないのですから、場合は９通りしか残っていません。

ということは、１回目に天秤を使って「右が重い」場合

も「つりあう」場合も「左が重い」場合でも、それぞれ

の場合にどの金貨が重いか９個に絞られる必要がありそ

うです。とすると、１回目の天秤がたまたま「つりあっ

た」場合は１回目に天秤にのせなかった金貨の中に偽金

貨が混じっているはずですから、天秤にのせない金貨は

９個でなければなりません。なるほど！ということは、

１回目は天秤の右に９個の金貨をのせ、左にも９個の金

貨をのせるしかないわけです（正確にいうならば、もし

３回でできるとするならば、これしかないわけです）。

もし１回目で「つりあった」ならば、偽金貨は残りの

９個の中にあります。１回目の天秤で「右（左）が重

かった」ならば、偽金貨は右（左）にのせた９個の中に

あるわけです。ではこの９個の中からどうやって偽金貨

を見つけるのでしょう。この時も前と同様に、９個のう



ちの３個を天秤の右に、３個を左にのせます。もしこの

２回目が「つりあった」ならば、偽金貨は残りの３個の

中にあります。２回目の天秤で「右（左）が重かった」

ならば、やはり偽金貨は右（左）にのせた３個の中にあ

ります。最後も同様に、３個のうちの１個を天秤の右

に、もう１個を左にのせます。天秤のどちらかが下がれ

ば、そちらが偽金貨、つりあえば最後の１個が偽金貨と

なるわけです。

なるほど！毎回天秤を使う毎に、偽金貨の候補が 1=3

になっていくのですね。だから、３回天秤を使えば 27個

の候補が 27 � (1=3) � (1=3) � (1=3) = 1個に絞られる

訳です。ということわぁ ... 、 81個の金貨だったら４回

で、 243個の金貨だったら５回で解くことができ、これ

より少ない手数は存在しない訳ですね。

3. 全部本物？

次はもうちょっと面倒なパズルを紹介しましょう。

問題２ いまここに金貨が 13個ある。見た目はす

べてそっくりなのだが、実は１個だけ重さの違う偽

金貨が混じっている可能性がある。さて天秤を３回だ

け使って、「偽金貨が混じっていない」のか、あるい

は「偽金貨を見つけ出し」、それが「重い」のか「軽

い」のかを答えて欲しい。さてこれは可能だろうか？

天秤を使える回数は 3回だから、答の通り数は 27通り

まで可能ですね。では問題２の答の通り数は何通りあ

るでしょう。「すべて本物」、「1番目が重い」、「2

番目が重い」、 � � �、「13番目が重い」、「1番目が軽

い」、 � � �、「13番目が軽い」とちゃんと 27通りです。

そっか、じゃ大丈夫だ！とは言えません。ここで分かる

のは、天秤を最低 3回は使わなければならないというこ

とです。では本当に 3回でできるのでしょうか？実は答

は NO です。 1回目の天秤で両側に k個づつ金貨を

のせたとしましょう。「右が重かった」ならば答の可能

性は、「右の k個の中に重い偽金貨があるか、左の k個

の中に軽い偽金貨がある」ことがわかります。「左が重

かった」ならば答の可能性は、「左の k個の中に重い偽

金貨があるか、右の k個の中に軽い偽金貨がある」こと

がわかります。そして「つりあった」ならば、「残りの

13� 2k個の中に（重いまたは軽い）偽金貨があるか、す

べて本物」となります。先の議論と同じように、 3回の

天秤を使った結果のパターンが 27通りで、答の種類数も

27通りですから無駄は許されません。すなわち、 1回目

が終わった時点で答の可能性が 9通りに絞られなければ

ならないのです。もし「右（左）が重かった」ならば答

は 2k通りに絞られ、「つりあった」ならば答は 2(13 �

2k) + 1通りに絞られます。ちなみにこれらを全て加える

と、 2k + 2k + 2(13 � 2k) + 1 = 27通りになっていま

すね。さてどの場合でも答が９通りに絞られなければな

らないのですから、 2k � 9 かつ 2(13 � 2k) + 1 � 9

が成り立たなければならないのですが、これは成り立ち

ません。なぜならば、２式を整理すると、 k = 4:5 が導

かれますが、 kは金貨の個数なので整数でなければなら

ないからです。

ということで、問題２は「できない」が答なのです。

ちなみに問題２において、本物の金貨と同じ重さである

ことが分かっているおもりが 1つあれば、天秤を 3回使

用するだけで質問に答えることができます。興味のあ

る方はチャレンジしてみて下さい。手順を見つけるコツ

は、先ほど言ったものと同じです（本文の最後に簡単な

ヒントを付け加えておきましょう。）

4. 軽い順に並べよう

さて次はこんな問題を考えてみましょう。

問題３ いまここに金貨が 10個ある。見た目はす

べてそっくりなのだが、実はみな重さがすこしずつ違

う。これを重さの軽い順に並べるには、天秤を何回使

う必要があるか？

どうやって解きますか？とても簡単な方法をお教えし

ましょう。まず最初に一番軽い金貨を見つけます。これ

には天秤を 9回使えば可能です（さてどうやるのでしょ

う？）。次にこの 1番軽い金貨を取り除いて、残りの 9

個の中で最も軽い金貨を見つけます。これは天秤を 8回

使えば可能です。そしてまた取り除いて、以下同じよう

に見つけます。さて天秤は何回使ったのでしょうか？ 9+

8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 45回ですね。では問

題３をもうちょっと一般化して k個の金貨があったとし

て考えてみましょう。すると上記の方法で天秤を使う回

数は (k � 1) + (k � 2) + � � � + 1 = k(k � 1)=2回とな

りますね。

さてこれは最小手数でしょうか？そこで、最低でも

何回かかるのか見積もってみましょう。考え方は前と同

じものです。すなわち、答の通り数はいったい何通りで

しょうか？ 10個の金貨には aから jまでの名前がついて

いるとすると、答えは aから jまでの名前を 1列に並べ

ることに対応します。最初に名前をつけた時は重さにつ

いてどう並んでいるか分からないのですから、答の通



り数は aから jの金貨を 1列に並べる順列の数だけ存在

するわけです。 10個のものを並べる順列の数は 10! =

3; 628; 800ですね（ずいぶん大きいな）。では天秤を何

回使えばいいでしょう？ 3回使えば 3 � 3 � 3 = 27の

場合があり、 4回使えば 34 = 81、だから… 13回使え

ば 313 = 1; 594; 323、 14回では 314 = 4; 782; 969と

なって、どうも 14回は必要なようです（なんだ割と少な

いや）。先ほどの方法では 45回でしたから、ずいぶん違

いますね。もしかすると、もっと減らせるのかもしれま

せん。

ではこの議論も一般化して、 k個の金貨がある時の問

題３を考えてみましょう。すると答の通り数は k!あり

ますね。天秤を p回使うと 3pの場合があります。とい

うことは k! � 3p が成り立たなければならないので、

log
3
(k!) � pとなります。すなわち log

3
(k!)回ぐらい天

秤を使わないといけないようです。

でもこの議論はあまりフェアではありません。

だって金貨の重さが本当にばらばらだったら、

天秤の左右にどのように金貨をのせても「つり

あう」ことなどありっこないのですから。「つ

りあう」ことがないならば、天秤を 1回使う

毎に「右が重い」か「左が重い」のどちらの場

合が成り立ちます。ゆえに天秤を 2回使えば 4

つの場合が存在し、 3回使えば 8つの場合が存

在し、 � � �、天秤を 21回使えば場合は 221 =

2; 097; 152、 22回使えば 222 = 4; 194; 303の

場合が存在します。 10! = 3; 628;800だったか

ら、天秤を使う回数は 22回くらいは必要かし

ら。

実は天秤を 25回使うだけで問題３を解く、驚くべき方法

があります（併合整列法と呼ばれる方法です）。それに

は、まず 10個の金貨を 5個ずつ二つのグループに分けま

す。そして「なんらかの」方法で二つのグループの金貨

を軽い順に並べます（この方法は後で述べます）。さて

第 1グループの金貨の中で最も軽いものと、第 2グルー

プの金貨の中で最も軽いものを天秤にのせます。このと

き軽い方が、全体の中で最も軽い金貨となることは分か

りますね。例えば第 1グループの（中で最も軽い）金貨

が「全体で最も軽い金貨」だと分かったとしましょう。

そうしたら、その金貨を第 1グループから取り除き、机

の上にでも置いておきます。そしてまた、第 1グループ

の金貨の中で最も軽いものと、第 2グループの金貨の中

で最も軽いものを天秤にのせます。このときの軽い方

の金貨が「全体で 2番目に軽い金貨」になります。この

「全体で 2番目に軽い金貨」をその所属するグループか

ら取り除き、先ほどの「全体で 1番軽い金貨」の隣に置

いておきます。以下同様の手続きを行ない、どちらかの

グループの金貨がなくなるまで続けます。例えば第 1グ

ループの金貨が無くなったら、残った第 2グループ中の

金貨はそれまでに取り除いた金貨のどれよりも重く、ま

たこれらの金貨は既に軽い順にならんでいます。ですか

ら、残った金貨を先ほど取り除いて机に並べた金貨の後

ろに続けて並べれば終わりです。いまの手続きでは、 1

回天秤を使うたびに 1個の金貨が取り除かれますから、

最悪でも 9回天秤を使えば、金貨は 1個になって手続き

は終了します。では、 2つのグループの 5個の金貨はど

うやって軽い順に並べるのでしょう？これも同様の方法

で行ないます。すなわち、金貨 2個からなる第 1グルー

プと金貨 3個からなる第 2グループに分け、それぞれの

グループの金貨を「何らか」の方法で軽い順に並べま

す。そうしたら、 2つのグループの最も軽い金貨同士を

天秤で比べ、軽い方を取り除き…（以下続く）。この手

続きは、最悪でも天秤を 4回使えば終了します。では 3

個の金貨を軽い順に並べるには？これは 3回天秤を使え

ばできますね。 2個の金貨でしたら 1回天秤を使えばで

きます。さて全体で何回天秤を使ったでしょう？ 5個の

金貨からなる 2つのグループから 10個全体を並べるのに

9回。 2個と 3個の金貨からなるグループから 5個全体

を並べるのに 4回、ただし 5個のグループは 2つありま

す。 3個の金貨を並べるのに 3回、ただし 3個のグルー

プは 2つあります。 2個の金貨を並べるのに 1回、ただ

し 2個のグループも 2つあります。全体で 9+4�2+3�

2 + 1 � 2 = 25回というわけです（25回という数字は最

悪のケースで、もっと早く終わるときもあります）。

ではこの手順も、ちょっと一般化して、 k個の金貨が

ある時の問題３を考えてみましょう。といっても手順が

大分複雑ですから、 kが 2のべき乗の時だけ考えてみま

しょう。例えば金貨の数が k = 24 = 16個ならば、次

のようになります。 8個と 8個に分けたのをまとめるの

に天秤を 15回使う。 4個と 4個に分けたのをまとめるの

に 7回、これが 2つ。 2個と 2個に分けたのをまとめる

のに 3回、これが 4つ。 2個のものを並べるのに 1回、

これが 8つ。合計で、 15+7� 2+ 3� 4+1� 8 = 49回

になります。もし k = 2n ならば、

(2n � 1) + (2n�1 � 1)� 2 + (2n�2 � 1) � 22

+ � � � + 1� 2n�1



= (n� 1)2n + 1 = (log
2
k � 1)k + 1

となります。少し面倒な計算をすると、

(log
2
k � 1)k + 1 � 2 log

3
(k!)

であることが分かります。すなわち上記の手順は、最小

手数を見積もった値の高々 2倍程度であることがわかり

ます（上記の「つりあう」が無い状況でしたら、 最小手

数の見積もりは log
2
(k!)となり、

(log
2
k � 1)k + 1 � 1:2 log

2
(k!)

が成り立ちます）。まあ、 2倍程度なら良いのではない

でしょうか。なぜって、最初の k(k � 1)=2の手続きはと

てつもなく多過ぎましたから。以下にちょっと、その違

いを記しておきましょう。

k log
3
(k!) log

2
(k!) � k(k � 1)=2

4 2.9 4.6 5 6

8 9.7 15.3 17 28

16 27.9 44.3 49 120

32 74.2 117.7 129 496

64 186.8 296.0 321 2016

128 451.8 716.2 769 8128

注)ただし、 � = (log
2
k � 1)k + 1。

表中の数値は小数点以下第 1桁までです。

5. おわりに

金貨のパズルにおいて天秤を何回使うのか？という

問題を考えて来ましたが、これは計算機の話と密接に

関わっています。例えば上記の問題を計算機に解かせよ

うとしたとき、計算機では 2つの数字の大小を比べるこ

とができますが、これは天秤で重さを比べることに他

なりません。そしてどんな計算機でも、数字の大小比較

を 3回より少ない回数行なうだけで問題 1を解くことは

できないのです。同様に、問題２を 3回の大小比較だけ

で解くことはできません。そして最後の問題３では、大

小比較を log
3
(k!)より少ない回数で、軽い順に並べるこ

とはできないのです。（ただし、本稿に記した問題１や

問題２を解く算法を計算機上で実行する際は、「天秤に

のせる金貨の重さを加え合わせる」等の計算の時間が必

要ですから、実際の計算時間がもっと速い「計算機上の

算法」は他に存在するかもしれません。）たとえその計

算機が、マッキントッシュであろうとＩＢＭであろうと

NECであろうとこれは絶対の事実なのです。また未来に

おいてどんな速い計算機が出現しても、これは変わるこ

との無い事実なのです（この事実を越えるためには、計

算機の概念が、あるいは「計算」の概念そのものが変わ

るしか無いのです）。

そもそも問題１のパズルは、第 2次世界大戦の頃ロシ

アの数学者の間で流行したという話があります（真偽

の程は私は知りません）。計算機が本格的に出現したの

が、第 2次世界大戦において弾道計算をするためであっ

たことを考えると、上記のパズルのような問題の重要性

が認識されはじめた時期と丁度一致しているのは事実で

すね。

宿題パズルのヒント

天秤を 1回目に使う時、右に金貨を k個のせ、左に金

貨 k � 1個とおもりを 1個のせたとしましょう。「右が

重い」、「つりあう」、「左が重い」のどの場合でも答

の候補は 9通りに絞られなければなりません。まず「右

が重かった」場合を考えましょう。すると可能性のある

答は「右の k個の金貨の中に本物より重い偽金貨がある

か、左の k�1個の中に本物より軽い偽金貨がある」とな

ることがわかります。すなわち答は k+ (k� 1) = 2k� 1

通りに絞られます。すると 2k � 1 = 9が成り立たなけれ

ばならないので、 k = 5でなければなりません。すなわ

ち右に金貨を 5個のせ、左に金貨 4個とおもりをのせる

のが正しいようです。

ちなみに、残りの状況もチェックしておきましょう。

1回目の天秤で「左が重かった」ならば、「左の 4個の

金貨の中に本物より重い偽金貨があるか、右の 5個の金

貨の中に本物より軽い偽金貨がある」の 9通りに絞られ

ます。また 1回目の天秤で「つりあった」ならば、「天

秤にのせなかった 4個の金貨の中に軽いあるいは重い偽

金貨が含まれているか、金貨はすべて本物」という答に

絞られます。この場合も答はちゃんと 4 + 4 + 1 = 9通

りに絞られていますね。

では 2回目以降の天秤の使い方を考えてくださいね。


