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概要

MAX SATについて私が知っていることをここに記す．主な内容は， Johnson

の確率的方法（1/2近似解法）の紹介， GoemansとWilliamsonの 3/4近似解法の
紹介， SDPを用いたMAX 3SAT 0.769近似解法の紹介，同じく SDPを用いたMAX

2SAT 0.878近似解法の紹介，である．

1 MAX SATとは

連言標準形の論理式を考える．そして，論理式の値が真になるような基本論理式への（真あ
るいは偽の）割当があるかないかを考える．この問題は SAT（充足性問題）と呼ばれる．次式
は論理式を真にはできない SATの例である．

(x2) ^ (x1 _ x2 _ x3) ^ (x1 _ x2 _ x3) ^ (x1 _ x2 _ x3) ^ (x1 _ x2) ^ (x1 _ x3)

論理式の中で括弧で囲まれているそれぞれの部分をクローズと呼ぶ．括弧内で _で結ばれている
それぞれの要素をリテラルと呼ぶ．
全てのクローズに非負の重みを与え，値が真となるクローズの重みの和を最大化する問題を

MAX SAT（充足性最大化問題）と呼ぶ．値が真となるクローズの重みの和の最大値をMAX

SATの最適値と呼び，それを実現するような基本論理式への真偽の割当をMAX SATの最適解
と呼ぶ．次式はMAX SATの例である．

(x2) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2) (x1 _ x3)

4 1 6 4 3 9

この場合，最適値は 24，最適解は (x1; x2; x3) = (0; 1; 1)である．
MAX SATはMAX-SNPである．よって問題のサイズが大きい場合，厳密に解くのは難し

い（時間がかかる）．このために，さまざまな近似解法が開発されてきた．

2 近似解法とは

これからMAX SATに対する近似解法をいくつか紹介するがそのまえに近似解法の簡単な定
義をしておく．MAX SATの最適値を ZOPTとする．最悪でも �ZOPT 以上の値を出す解法を �

近似解法と呼ぶことにする．例えば最適値が 100の問題の集合に対して，常に 50以上の値を出
す解法は 1/2（あるいは 0.5）近似解法である．
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3 MAX SAT 1/2近似解法の紹介

ここで紹介するのは Johnsonの確率的方法である．しかし，私はこれを書くにあたって John-

sonの論文 [1]は読んでいない．Yannakakisの論文 [2]を読んで書いた．
変数 xj が真となる確率を pj とする．このとき重み wi のクローズ Ciが真となる確率 si は

si = 1�

0@ Y
xj2Ci

pj

1A �
0@ Y
xj2Ci

(1 � pj)

1A (1)

となる．さらに重みの和の期待値 cW は

cW =
X

wisi

となる．このとき pj をもとにして， cW 以上の値を実現する真偽の割当を決定する算法がある（デ
ランダマイゼーション算法と呼ばれる）．それが以下の貪欲算法である．（証明は省略する．）

貪欲算法 (Greedy Algorithm)

入力： 重みつきのクローズ Ci の集合と変数 xj が真になる確率 pj．（ここで Ci や xj はもとも
と連言標準形の論理式の構成要素なので， Ci 中に同じリテラルは 2回含まれないし，あ
るリテラルとその否定のリテラルの 2つが同時に含まれることはない．）

出力： cW 以上の値を実現する基本論理式への真偽の割り当て．

やり方： 初期化： 全てのクローズ Ci に対して Ciが偽になる確率 ui

ui =

0@ Y
�xj2Ci

pj

1A �
0@ Y
xj2Ci

(1� pj)

1A
を計算する．

ループ： 値が決まっていない変数 xj があるならば，リテラル xj を含んでいるクローズの
集合を CP とし，リテラル xj を含んでいるクローズの集合を CN とする．もし，

pj
X

Ci2CP

wiui � (1� pj)
X

Ci2CN

wiui

ならば xj = 真 とする．そうでないときは xj = 偽 とする． xj = 真 としたときは，
CN の全てのクローズ Ci について uiを pj で割る．そして CP の全てのクローズを
除去する． xj = 偽 としたときは， CP の全てのクローズ Ciについて uiを 1 � pj
で割る．そして CN の全てのクローズを除去する．

以下では，この方法をランダマイズドアルゴリズムのサブルーチンとして用いる．全ての pi を
1/2にすれば Johnsonの 1/2近似算法が得られる．この算法で得られる解の値を cWPとすると

cWP � cW � 全てのクローズの重みの和� 1=2

である．よって，この方法はMAX SATの 1/2近似解法になっている．以下は， Johnsonの確
率的方法の例である．

C1 C2 C3 C4 C5 C6

(x2) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2) (x1 _ x3)

w1 = 4 w2 = 1 w3 = 6 w4 = 4 w5 = 3 w6 = 9
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+

p1 = p2 = p3 =
1

2
とするとs1 =

1

2
; s2 =

7

8
; s3 =

7

8
; s4 =

7

8
; s5 =

3

4
; s6 =

3

4

cW = 4 �
1

2
+ 1 �

7

8
+ 6 �

7

8
+ 4 �

7

8
+ 3 �

3

4
+ 9 �

3

4
=

165

8
= 20:6 � � �

+

(p1; p2; p3) = (1; 0; 1)とすると C1; C2以外は全て真となる．
よって（Johnsonの方法による）近似値は 22，それを実現する割当は

(x1; x2; x3) = (1; 0; 1)

となる．

4 MAX SAT 3/4近似解法の紹介

ここでは主にGoemansとWilliamsonによるシンプルな方法 [3]を説明する．MAX SATの
3/4近似解法としてYannakakisによるネットワークフローを用いる方法 [2]も読んだのだがこち
らは場合分けが多くて複雑なので省略する．しかし Yannakakisの方法は「へー，こんな方法も
あるんだ．」という意味で興味深い．論理式の標準形として， ^と _と否定ではなく，!と否
定を用いる方法もあるなと考え直さずにはいられない方法である．
では，GoemansとWilliamsonによるシンプルな方法について説明する．まず，概要だが以

下のようになっている．

ステップ 1 Johnsonの確率的方法（において全ての pj = 1=2とした方法）により得られた値をcWPとする．

ステップ 2 MAX SATを以下のような ILP（整数線形計画問題）に変換する．

max :
X

wizi

s:t:
X
xj2Ci

xj +
X
xj2Ci

(1 � xj) � zi

xj; zi 2 f0; 1g

それを LP（線形計画問題）に緩和した問題（上の ILPの整数制約を不等式制約にしたも
の）を解く． LPの最適値を Z�

LP とする． LPの最適解を元にして貪欲算法を用いて真偽
割当を出す．この割当による値を cWLP とする．

ステップ 3 場合 1 全てのクローズが 2個以上のリテラルを含むときは cWP を達成する解をその
まま持ってくればそれが 3/4近似解になっている．

場合 2 全てのクローズが 2個以下のリテラルを含むときは cWLPを達成する解をそのまま
持ってくればそれが 3/4近似解になっている．

場合 3 どちらでもない場合は，実は

max(cWP; cWLP) �
cWP + cWLP

2
�

3

4
Z�
LP �

3

4
ZOPT

が成り立つので， cWPと cWLP の大きい方を持ってくれば 3/4近似解になっている．
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この近似解法を実行した数値例を付録Aにあげておく．
以下ではこの近似解法が 3/4近似になっていることの証明をする．場合 1は明らかなので（な

ぜならば，すべてのクローズがそれぞれ２個以上のリテラルを含むということはすべてのクロー
ズがそれぞれ偽になる確率は (1=2)2以下である．よってすべてのクローズがそれぞれ真になる
確率は 3=4以上となり， cWP = 1=4 � 3=4 � (重みの和)である．），場合 2と場合 3の証明
をする．

4.1 場合 2の証明

全てのクローズが高々 k 個のリテラルを含むMAX SATをMAX kSATと呼ぶ．ここでは，cWLPがMAX kSATの 1� (1� 1=k)k 近似になっていることの証明をする． k = 2の時が場合 2

に対応する．

補題 1 LPに緩和した問題はその実行可能解 (x; z)に対し（制約条件式のそれぞれについて）

1�
Y

xj2Ci

(1 � xj)
Y

xj2Ci

xj �

 
1�

�
1�

1

k

�k!
zi

が常に成り立っている．

（証明）クローズ Ci は否定を使ったリテラルを含まないとして一般性を失わない．さらに Ci =

(x1_� � �_xk)として一般性を失わない．（リテラルが k個より少ない場合はリテラルがちょうど
k個になるように人工的なリテラルを追加すれば良い．）このとき LPの制約条件式は x1+� � �+

xk � ziとなる．これを用いて

1�
kY

j=1

(1� xj) �

 
1�

�
1�

1

k

�k!
zi

を証明すればよい．相加相乗平均より

1�
kY

j=1

(1� xj) � 1�

 
k �

Pk
j=1 xj

k

!k

� 1�
�
1 �

zi
k

�k
である．ここで 1� (1� zi=k)k は zi に関する凹関数なので

1�
�
1�

zi
k

�k
�

 
1�

�
1�

1

k

�k!
zi (0 � zi � 1)

である． 2

よって， LPの最適解を x�j ; z
�
i で最適値を Z�

LP で表すと，リテラル xj を x�j の確率で真としたと
きの期待値は

X
全てのクローズ

wi

8<:1� Y
xj2Ci

(1� x�j)
Y

xj2Ci

x�j

9=;
�

 
1�

�
1�

1

k

�k! X
全てのクローズ

wiz
�
i

=

 
1�

�
1�

1

k

�k!
Z�
LP �

 
1�

�
1�

1

k

�k!
ZOPT (2)

となる．よって先の貪欲算法を用いれば，上記の期待値以上の値を達成する真偽の割当を見つけ
ることができ，この解は 1�(1�1=k)k 近似解となる．一般のMAX SATはMAX kSATの k !

1の場合であると考えられ，そのとき上の解は (1� 1=e)近似解となる．
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4.2 場合 3の証明

ここでは

max(cWP; cWLP) �
cWP + cWLP

2
�

3

4
Z�
LP

を証明する．左側の�は明らかなので，右側の �を証明する．
MAX SATにおいて k個のリテラルよりなるクローズの集合を Ck で表す．式 (1)において

全ての pj を 1/2にすると容易に以下の式が得られる．

cWP =
X
k�1

X
Ci2Ck

�
1�

1

2k

�
wi �

X
k�1

X
Ci2Ck

�
1�

1

2k

�
wiz

�
i

一方，式 (2)より cWLP �
X
k�1

X
Ci2Ck

 
1�

�
1�

1

k

�k!
wiz

�
i

よって，

cWP + cWLP

2
�
X
k�1

X
Ci2Ck

�
1� 1

2k

�
+
�
1�

�
1� 1

k

�k�
2

wiz
�
i

ここで， k = 1のとき及び k = 2のとき�
1�

1

2k

�
+

 
1�

�
1�

1

k

�k!
=

3

2

k � 3のときは �
1�

1

2k

�
+

 
1�

�
1�

1

k

�k!
�

3

2

よって cWP + cWLP

2
�

3

4
Z�
LP

5 MAX 3SAT 0.769近似解法の紹介

ここではMAX 3SATに対する 0.769近似解法の紹介をする．これは参考文献 [4]によるもの
である．大まかな流れは

1. MAX 3SATを ILPに変換する．

2. それを SDPに緩和し，緩和問題を解く．

3. 緩和問題の解を元にして真偽割当を決める．

となっている．以下詳しく述べる．

5.1 MAX 3SATを ILPに変換する

Ci(x) = 1�
Y

xj2Ci

(1� xj)
Y

xj2Ci

xj
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とするとMAX SATは
max :

P
wiCi(x)

s:t: xj 2 f0; 1g
(ILP1)

と書ける．
Ci(x) �

X
xj2Ci

xj +
X
xj2Ci

(1� xj)

なので ILP1と以下の ILP2は同じである．

max :
P
wizi

s:t: zi � Ci(x)

zi �
P

xj2Ci
xj +

P
xj2Ci

(1� xj)

0 � zi � 1

xj 2 f0; 1g

(ILP2)

次に xj =
1+y0yj

2
という変数変換を行なう．すると ILP2と以下の ILP3は同じである．

max :
P
wizi

s:t: zi � C 0
i(x)

zi �
P

xj2Ci

1+y0yj

2
+
P

xj2Ci

1�y0yj
2

0 � zi � 1

yj 2 f�1; 1g

(ILP3)

ここで C 0
i(y) = Ci(

1+y0y1
2

; 1+y0y2
2

; � � � ; 1+y0yn
2

)である．今， Ci に 3つのリテラル (xp; xq; xr)が
含まれる場合を考える．このとき

C 0
i(y) =

1

8
f(1 + y0yp) + (1 + y0yq) + (1 + y0yr) + (1 � ypyq) + (1� yqyr) + (1� yryp)

+ (1 + ypyqyr)g

である．もし否定のリテラルが含まれるならば yの代わりに �yを入れればよい． C 0
i(y)の最初

の６つの項を ci(y)，残りの１つを di(y)とする．すなわち C 0
i(y) = ci(y)+di(y)である． ci(y)

は 2次式である． C 0
i(y)の範囲に関して以下の補題が成り立つ．

補題 2 リテラルを 3つ含むクローズの全てについて，

cj(y) � C 0
j(y) �

4

3
cj(y)

が成り立つ．

（証明） di(y) � 0なので左の不等式は明らかである．
右側の不等式については以下のように考える． di(y) = 0の場合は C 0

i(y) = ci(y) � 0なので明
らかに 4

3
ci(y) � C 0

j(y)． di(y) 6= 0の場合は di(y) =
1

4
で C 0

i(y) > 0であり， C 0
j(y) 2 f0; 1g

なので C 0
i(y) = 1となり， ci(y) =

4

3
．よって C 0

i(y) �
4

3
ci(y)． 2

リテラルが２個以下のクローズについては ci(y) = C 0
i(y)とする（これでも ci(y)が２次式であ

ることは守られる）．これらを用いてMAX 3SATは以下のように定式化できる．

max :
P
wizi

s:t: zi � ci(y) （リテラルが 2個以下の場合）
zi �

4

3
ci(y) （リテラルが 3個の場合）

zi �
P

xj2Ci

1+y0yj

2
+
P

xj2Ci

1�y0yj
2

0 � zi � 1

yj 2 f�1; 1g

(ILP4)
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5.2 SDPへの帰着

ILP4には定数と yiyj という変数しか含まれていないので， yiyj を yij に置き換えることに
よって， SDPへの帰着を計る．具体的には以下のようにする．

1. yi をノルム 1のベクトル vi に置き換える．

2. yiyj を内積 vi � vj で置き換える．

3. vi � vj を yij で置き換える．

V を行列 (v0;v1; � � � ;vn)とし， V T を V の転置とする． Y = fyijg = V TV である．よって Y

は対称で正定値である．よって cj(y)を cj(Y )で置き換えることによって ILP4を以下の SDP 1

に緩和できる．
max :

P
wizi

s:t: zi � ci(Y ) if jCij � 2

zi �
4

3
ci(Y ) if jCij = 3

zi �
P

xj2Ci

1+y0j

2
+
P

xj2Ci

1�y0j
2

0 � zi � 1; yii = 1

Yは正定値で対称

(SDP1)

上の最適化問題は正定値計画問題と呼ばれる．正定値計画問題は多項式時間で解けることが知ら
れている．今，行列 eY

eY =

266666666664

Y 0

z1

0
. . .

zL

377777777775
を考える． eY も対称で正定値なので (SDP1)は正定値計画問題である． (SDP1)の最適解を (Y �; z�)

と表すことにする．
次に， (Y �; z�)を元にして，MAX 3SATの真偽割当を計算する方法を説明する．まず Y �

をコレスキー分解することにより v
�
i を得る．それからノルム 1のランダムなベクトル rを用い

て ysi = sign(r � v�i )とする．最後に， xsi = (1 + ys0y
s
i )=2として x

sを真偽割当とする．

5.3 近似解の解析

ここでは x
S の近似率を示す．

補題 3 x
S の重みは以下の範囲に収まる．

X
wiCi(x

S) � �
X

jCij�2

wiz
�
i +

3

4
�
X

jCij=3

wiz
�
i

ここで � = min0����
�

�

2

1�cos �
= 0:87856 � � �である．

この補題を証明するために次の補題を使う．
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補題 4 補題 3の �に対して

E
�1� yiyj

2

�
� �

1� y�ij
2

E
�
1 + yiyj

2

�
� �

1 + y�ij
2

が成り立つ．

（証明） 対称性より，上の式だけ示せば十分である．
1�yiyj

2
は �か 1なので

E
�
1� yiyj

2

�
= Prfyi 6= yjg

= Prfsign(r � v�i ) 6= sign(r � v�j)g

= 2Prfr � v�i > 0かつr � v�j < 0g （対称性より）

v
�
i と v

�
j の間の角度を �ij とする．集合 fr : r � v�i > 0かつr � v�j < 0gは幅 �ij 度の何ともいえ

ない形になる．その面積は �ij

2�
である．このために

E
�
1� yiyj

2

�
= 2Prfr � v�i > 0かつr � v�j < 0g

=
2�ij
2�

=
�ij
�

であり， �の定義より，任意の � (0 � � � �)に対して �

�
� �1�cos �

2
である．よって

E
�
1� yiyj

2

�
=

�ij
�

� �
1� cos �ij

2

= �
1� y�ij

2

である． 2

（補題 3の証明） 補題 4より E[ci(y)] � �ci(Y
�)．よって， 2個以下のリテラルを含むクロー

ズについては
E[Ci(x)] = E[ci(y)] � �ci(Y

�) � �z�i

が成り立ち， 3個のリテラルを含むクローズについては

E[Ci(x)] � E[ci(y)] � �ci(Y
�) �

3

4
�z�i

が成り立つ．これらをまとめるとX
wiCi(x

S) � E
hX

wiCi(x)
i

=
X

wiE[Ci(x)]

=
X

jCij�2

wiE[Ci(x)] +
X

jCij=3

wiE[Ci(x)]

�
X

jCij�2

wi�z
�
i +

X
jCij=3

wi �
3

4
�z�i

= �
X

jCij�2

wiz
�
i +

3

4
�
X

jCij=3

wiz
�
i
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がわかる． 2

5.4 MAX 3SATに対する 0.769近似解法

ここでは，さまざまな方法で得られた割当をそれぞれある確率で用いることによって近似率
を高める算法を紹介する．それがMAX 3SATに対する 0.769近似解法である．割当としては x

S

以外に Johnsonの方法により得られる割当 x
J と LP緩和により得られる割当 x

Lを用意する．
x
J ;xL;xS をそれぞれ確率 pJ ; pL; pS で用いるとする（pJ +pL+pS = 1）．このとき以下の定理
が成り立つ．

定理 1 近似率が 0:769となるような，うまい pJ ; pL; pS の組が存在する．

（証明） x
J ;xL;xS を組み合わせて使う算法の近似率を aとする．リテラルを 1つ含むクロー

ズ， 2つ含むクローズ， 3つ含むクローズに対してそれぞれ以下の式が成り立つ．

1

2
pJ+ pL+ �pS � a

3

4
pJ+

3

4
pL+ �pS � a

7

8
pJ+

19

27
pL+

3

4
�pS � a

この 3本の式を LPの制約条件として aを最大化する問題を解くと， a = 0:7694 � � �となる最適
解が存在する． 2

6 MAX 2SAT 0.878近似解法の紹介

MAX 2SATはMAX 3SATの特別な場合（すなわちリテラルを 3つ含むクローズがたまた
まない場合）と考えられる．これを前節に当てはめて考えるとMAX 2SAT近似解法となる．

MAX 3SATからMAX 2SATに変わると何が変わるか．まず (ILP4)の 2つ目の制約式が
いらない．よって (SDP1)の 2つ目の制約式もいらない．よって補題 3の右辺の第 2項がいらな
い．この時点で近似率は 0.878である．（ちなみに定理 1の LPを解いてもやっぱり近似率は 0.878

である．）おわり．
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A 3

4
近似解法の例

以下は近似解法の実際の問題への適用例である．

C1 C2 C3 C4 C5 C6

(x2) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2 _ x3) (x1 _ x2) (x1 _ x3)
w1 = 4 w2 = 1 w3 = 6 w4 = 4 w5 = 3 w6 = 9

k
k Johnsonの確率的方法WcWP = 22このとき (x1; x2; x3) = (1; 0; 1)
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
kW

k
k ILPに変換W

max : 4z1 + z2 + 6z3 + 4z4 + 3z5 + 9z6

s:t: x2 � z1
(1� x1) + x2 + (1 � x3) � z2
(1� x1) + (1� x2) + (1� x3) � z3
(1� x1) + (1� x2) + x3 � z4

x1 + (1� x2) � z5
x1 + x3 � z6

x1; � � � ; x3; z1; � � � ; z6 2 f0; 1g

k
k LPに緩和W

max : 4z1 + z2 + 6z3 + 4z4 + 3z5 + 9z6

s:t: x2 � z1
(1� x1) + x2 + (1 � x3) � z2
(1� x1) + (1� x2) + (1� x3) � z3
(1� x1) + (1� x2) + x3 � z4

x1 + (1� x2) � z5
x1 + x3 � z6

0 � x1; � � � ; x3; z1; � � � ; z6 � 1

k
k LPを解くW
z�LP=26このとき (x1; x2; x3) = ( 3

4
; 3
4
; 1
2
)

重みの期待値は 21:4 � � �
k
k 貪欲算法により変換WcWLP = 23このとき (x1; x2; x3) = (1; 0; 0)
kW

より良い方を採用すると，近似値は 23，割当は (x1; x2; x3) = (1; 0; 0)

ちなみに最適値は 24，その時の割当は (x1; x2; x3) = (0; 1; 1)
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