
この原稿は, Farkas の補題及びそれを用いた強双対定

理の 初等的な証明 の試みです. この原稿を書くに至った

きっかけは, 2人の筆者の間で交わされた次のような疑問

でした; 「KKT条件も単体法も一次独立もコーシー列も

知らない生徒がいる授業で, 双対定理を証明できるか?」.

さてその結果が以下の証明ですが「いかがでしょう?」.

多くの線形計画法の本では, 強双対定理の証明は, 単体

法の正当性から導かれている事が多い. しかしながら, 単

体法の有限性の証明や, 2段階単体法の詳細は決して簡単

なものではない. また非線形計画の KKT条件の特殊形と

して示そうとしても, 適用できる簡単な制約想定が無いた

め, その証明は安易ではない. そもそも最適解があるかと

いう問題についても, 許容領域のコンパクト性が保証され

ず, 決して自明ではない.

実は強双対定理の証明は, 許容解の存在性, つまり線形

不等式系の解の存在性の特長付けと本質的な関わりがあ

る. 線形不等式系の解の存在性については, 以下の Farkas

の補題と呼ばれるものが成り立つ.

Farkas の補題: 任意の m � n 実行列 A と, 任意の m

次元実ベクトル b に対し, 以下X と Y のうち丁度 1つ

が要素をもつ.

X = fx 2 Rn j Ax = b; x � 0g;

Y = fy 2 Rm j y>A � 0>; y>b < 0g:

例えば

X =

(
x = (x1; x2; x3)

����� �x1 + x2 + x3 = �5;

2x1 + x2 � x3 = 7;x � 0

)

Y =

(
y = (y1; y2)

����� �y1 + 2y2 � 0; y1 + y2 � 0;

y1 � y2 � 0; �5y1 + 7y2 < 0

)
:

とすると, Y が要素 y = (2; 1)を持つ事と Farkasの補題
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より, X が空である事が容易に判定される. 事実, y =

(2; 1)の重みでX の定義中の等式を加えると,

2�(�x1 +x2 +x3)= 2 � (�5)
1� (2x1 +x2 �x3)= 1 � 7

(0x1+3x2+x3)= �3

となり, x = (x1; x2; x3) � 0 とは両立しない式となって

いることから, X が空であることが分かる.

以下では, Farkasの補題の初等的な証明を試みる. この

証明は以下のような特徴も持っている. (1) コーシー列等

の知識が不必要, (2) 単体法の知識が不必要, (3) 非常に短

い, (4) 証明の手続きに従うと, Farkas の補題の性質を達

成するベクトルを有限ステップで生成できる. では, 始め

よう.

集合 S と集合 fjgに対し, S [ fjgを S + j と書く.

また j 2 S の時, S n fjgを S � j と書く. 集合

S; I; J;K が I \ J = J \ K = K \ I = ;

と S = I [ J [ K を満たすとき, I; J;K は S の

分割であると言う. 本稿では, 冒頭の主張を証明する

代わりに, より一般的な形式の以下の主張を証明する.

Farkas の補題 (一般形): 任意の m � n 行列 A と, 任

意の m次元ベクトル b に対し, 以下が成り立つ. 行

列Aの列の添え字集合を N = f1; 2; . . . ; ngとし, Ai

をAの第 i列ベクトルとする. N の分割 I; J;K に対し,

X(I; J;K), Y (I; J;K)を以下のように定義する.

X(I; J;K)=

8>>>>><
>>>>>:
x 2 Rn

�����������

Ax = b;

xi � 0 (i 2 I);

xi は自由 (i 2 J);

xi = 0 (i 2 K)

9>>>>>=
>>>>>;
;

Y (I; J;K)=

8>>>>><
>>>>>:
y 2 Rm

�����������

y>Ai � 0 (i 2 I);

y>Ai = 0 (i 2 J);

y>Ai は自由 (i 2 K);

y>b < 0

9>>>>>=
>>>>>;
:

N の任意の分割 I; J;K に対し, X(I; J;K)と

Y (I; J;K)のうち丁度 1つが要素をもつ.

上記において I = N; J = K = ;とすると, 冒頭の

Farkasの補題となる. 集合X(I; J;K), Y (I; J;K)の定



義中の制約は, 以下のようになっている.

表 1. X(I; J;K)と Y (I; J;K)における制約.

添え字 i I J K

X(I; J)における xiの符号 非負 自由 ゼロ
Y (I; J)における y>Aiの符号 非負 ゼロ 自由

証明: x 2 X(I; J;K)かつ y 2 Y (I; J;K)とすると,

0> y>b = y>Ax

=
P

i2I
y>Aixi +

P
i2J

y>Aixi +
P

i2K
y>Aixi

=
P

i2I
y>Aixi + 0 + 0 � 0

となり矛盾. ゆえにX(I; J;K)と Y (I; J;K)が同時に解

を持つことは無い. 以下ではX(I; J;K)と Y (I; J;K)の

一方が要素を持つ事を, I の要素数に関する帰納法を用い

て示す.

(1) jIj = 0 の場合. 補題１において証明する.

(2) 正整数 k に関して, jIj < k ならば補題の主張が成り

立つと仮定して, jIj = kの場合を示す.

I 中の要素を 1つ選び lとする. 以下では 6つの集合

X(I; J;K); X(I � l; J + l;K); X(I � l; J;K + l);

Y (I; J;K); Y (I � l; J + l;K); Y (I � l; J;K + l),

について議論する. これらの集合の定義中の制約を表 1に

倣ってまとめると, 次のようになる.

表 2. 制約の一覧表.

添え字 I � l l J K

X( I; J; K) 非負 非負 自由 ゼロ
X(I � l; J + l; K) 非負 自由 自由 ゼロ
X(I � l; J; K + l) 非負 ゼロ 自由 ゼロ

Y ( I; J; K) 非負 非負 ゼロ 自由
Y (I � l; J + l; K) 非負 ゼロ ゼロ 自由
Y (I � l; J; K + l) 非負 自由 ゼロ 自由

X(I � l; J;K + l)は X(I; J;K)の定義の xl � 0を

xl = 0に換えた物なので X(I; J;K) � X(I � l; J;K +

l) が成り立つ. よってX(I � l; J;K + l) 6= ; ならば

X(I; J;K) 6= ; である. ゆえにX(I � l; J;K + l) = ;

の場合のみ議論する.帰納法の仮定より, X(I � l; J;K +

l)と Y (I � l; J;K + l)は丁度一方が非空となる事から,

Y (I � l; J;K + l)が非空の場合のみ議論する.

同様に, Y (I�l; J+l;K)の定義は Y (I; J;K)の定義の

y>Al � 0を y>Al = 0に換えた物なので, Y (I; J;K) �

Y (I � l; J + l;K)が成り立ち, Y (I � l; J + l;K) 6= ; な

らば Y (I; J;K) 6= ; である. ゆえに Y (I � l; J + l;K) =

; の場合のみ議論する. 帰納法の仮定より, 2つの集合

X(I � l; J + l;K)と Y (I � l; J + l;K)は丁度一方が非

空なので, X(I � l; J + l;K)が非空の場合のみ議論する.

上記より, 以下の要素が存在する場合のみ議論すれば良

い; 9x 2 X(I � l; J + l;K); 9y 2 Y (I � l; J;K + l).

解 x;y の定義より,

0 > y>b = y>(Ax)

=
P

i2I�l
y>Aixi + y>Alxl +

P
i2J[K

y>Aixi

=
P

i2I�l
y>Aixi + y>Alxl � y>Alxl

となり, y>Al > 0 または xl > 0 が成り立つ.

y>Al > 0 ならば, y は Y (I; J;K) の要素である.

xl > 0 ならば, x は X(I; J;K) の要素である.

補題 1: M を m�n 行列とする.以下の２つの集合のう

ち丁度 1つが要素を持つ.

X(M; b)= fx 2 RnjMx = bg;

Y (M; b)= fy 2 Rmjy>M = 0>; y>b < 0g:

注: jIj = 0の場合の Farkasの補題は, fAi j i 2 Jg中の縦ベ
クトルを並べた行列をM とすると, 上記の補題となる.

証明: ベクトル bを M の列ベクトルの張る線形空間に

直交射影して得られるベクトルを b
0 とし, y = b

0 � b

と定義する. 直交射影の定義より [ 9x; b0 = Mx ]と

[ y>M = 0> ] が成り立つ. yの定義より, y>b =

y>(b0 � y) = y>Mx� jjyjj2 = �jjyjj2 � 0 である.

(i) y>b < 0ならば, y>M = 0> より y 2 Y (M; b) 6= ;

となる.

(ii) y>b = 0 ならば, 0 = y>b = �jjyjj2 より y = 0

が成り立ち, Mx = b0 = b0 � 0 = b0 � y = b となり,

x 2 X(M; b) 6= ;である.

上記の証明の特徴の 1つは, 構成的な事である. すなわ

ち上記の証明は, Farkas の補題の主張を示すベクトルを

実際に求める 有限時間算法になっている. その際補題 1

の直交射影には, グラム -シュミットの直交化法を用いる

事ができる. しかし, 本稿の初期の目的に 「線形代数の知

識を要求しない」を課したので, 直交射影等の知識を要求

しない補題 1の証明を付録に付けた.

最後に, Farkas の補題を用いて双対定理を証明しよう.

m;n を任意の正整数とし, A; b; c をm� n実行列, m次

元実ベクトル, n次元実ベクトルとする. 次の線形計画問

題 P とその双対問題 D について議論する.

P:maxfc>x j Ax = b;x � 0g;

D:minfy>b j y>A � c>g:

弱双対定理: 2つの線形計画問題 P と D の任意の実行

可能解の対 x;y は, c>x � y>b を満たす.

証明： 問題 P, D の定義と x;y が各々の実行可能解であ

る事から y>b = y>Ax � c>xとなる.

強双対定理: ２つの線形計画問題 P と D のどちらも実

行可能解を持つならば, P と D のいずれも最適解を持

ち, 最適値は一致する.



証明： 不等式系

X =

(
x 2 Rn;y 2 Rm

����� Ax = b; x � 0;

A>y � c; c>x � b
>
y

)

について議論する. X が空でなく, 要素 x;y を持つなら

ば, 弱双対定理より明らかに x;y はそれぞれ Pと Dの最

適解であり, PとDの最適値も一致する. 以下では, P, D

がそれぞれ実行可能解を持つにもかかわらず, X が空で

あると仮定をして矛盾を導く. スラック変数 sを導入し,

X の不等式系を見やすく書くと,

A O

O �A>
I

�c> b
>

2
664
x

s

y

3
775 =

2
666664

b

�c

0

3
777775 ;

x � 0; s � 0;

となる. ただし, I は単位行列を表し, Oは適当なサイズ

の零行列を表す. Farkas の補題 (一般形)より, X が空な

らば次の線形不等式系の解集合

Y =
�
(w>; z>; q)> 2 Rm+n+1

��
w>A� qc> � 0>; z> � 0>; q � 0;

�z>A>+ qb
> = 0>; w>b� z>c < 0g

が非空となる. 以下では Y が要素 (w>;z>; q)> を持つ

と仮定して矛盾を導く. x;y を P, D の実行可能解とす

る. q > 0 ならば,

0 > q(w>b� c>z) = w>(qb)� (qc>)z

= w>Az � (qc>)z � w>Az �w>Az = 0;

より矛盾. q = 0ならば,

0 > w>b� z>c � w>Ax� z>A>y

� qc>x� qb>y = 0� 0 = 0

となり矛盾.

Farkas の補題を強双対定理から導くことは容易であり

(例えば [2]参照), 逆に Farkasの補題から強双対定理も容

易に導かれる (上記の証明や [1]参照)事から, この 2つは

殆ど等価な性質に見える. ではどちらがより始原的なの

か? Farkasの補題は許容解の存在性について述べており,

強双対定理は最適解について述べている. 最適解がある

のならば許容解は当然存在するのだから, Farkasの補題

の方が より簡単で本質的な性質と考えるのは自然だろう.

実は, Farkasの補題と強双対定理を, 数値の符号のみに注

目した組合せ的な構造に拡張した場合, Farkasの補題が

成り立っていながら, 強双対定理が成り立たない状況が存

在する事も知られている [3].

付録 補題 1の別証明:

X(M; b)と Y (M; b)が同時に解を持つことは無いの

は, Farkas の補題の証明中で示した. 以下では, X(M;b)

と Y (M;b) の少なくとも一方が要素を持つ事を, 行列 M

の列数と行数の和に関する帰納法を用いて示す.

(1) M の行数が 1のとき, 明らかに成り立つ.

(2) M の行数が 2以上のとき, M を m � n 行列とし,

m + n = k + 1 とする. 行数と列数の和が k 以下の任意

の行列に関して, 補題の主張が成り立つと仮定する.

行列 M の一番上の行を �>(� 2 Rn) とし, ベクトル

b の第一要素の値を � (� 2 R) とする. さらに M 0; b
0 を

M =

"
�>

M 0

#
; b =

 
�

b
0

!
と定義する. 以下では, 行列

M 0 および M 0> の行数と列数の和は kであり, 帰納法の

仮定が成り立つ事を用いる.

帰納法の仮定より, 次の２つの集合

X(M 0; b
0)=fx 2 Rn jM 0x = b

0g;

Y (M 0; b0)=fy0 2 Rm�1 j y0>M 0 = 0>; y0>b0 < 0g;

は, いずれか一方のみ要素を持つ. また,

X(M 0>;�)= fz 2 Rm�1 jM 0>z = �g;

Y (M 0>;�)= fw 2 Rn j w>M 0> = 0>;w>� < 0g;

とすると, 帰納法の仮定より上記 2つの集合はいずれか一

方のみ要素を持つ. ゆえに, 下記 (i)(ii)(iii)に場合分けす

る事ができる.

(i) 9y 2 Y (M 0; b
0) の場合.

 
0

y

!
2 Y (M; b) となる.

(ii) 9x 2 X(M 0; b0) かつ 9w 2 Y (M 0>;�) の場合. ベ

クトル x� を, x� = x�

�
�>x� �

�>w

�
w と定義すると,

�>x�=�>x �

�
�>x� �

�>w

�
�>w = �;

M 0x�=M 0x�

�
�>x � �

�>w

�
M 0w =M 0x = b

0
;

となり, Mx� = b が成り立ち x� 2 X(M; b) である.

(iii) 9x 2 X(M 0; b
0) かつ 9z 2 X(M 0>;�) の場合.

�>x = � ならば, x 2 X(M; b) が成り立つ. z>b0 6= �

ならば, y� =

 
�1

z

!
とすると,

y�>M =��> + z>M 0 = 0>;

y�>b=�� + z>b0 6= 0;

を満たし, y� 2 Y (M; b) または �y� 2 Y (M; b) のど

ちらかが成り立つ. �>x 6= � かつ z>b
0 = � ならば,

� 6= �>x = z>M 0x = z>b0 = � となり矛盾.
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