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方程式の解と置換について（平成２０年）

はじめに

我が国では，中学３年で二次方程式の解の公式を教わり，大学初年次に三次と四次方

程式の解の公式を学びます．そして，大学三年次にガロア理論を学び，方程式論を一応

理解することになっています．だが，どの段階も未消化のままに終わっているのが現状

のようです．そこで，日頃から考えている方程式論を足早に展開して，私自身の今後の

検討資料としたいと思います．

解の公式1.
解の公式は，次の因数分解を用いて求められる．

( ) 二次方程式 について，1

( ) 三次方程式 について2
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2 方程式の解と置換

( ) 四次方程式 について3
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注 代数方程式の根は，代数演算を用いて方程式の係数から求まる．また，係数は根の

対称式だから，根の間の置換で変わらない． 拡大が同型写像から始めるのはそのGalois
ためである．

補助方程式の解と置換2.
方程式の解の間の置換で，補助方程式の解は変わらない．

２次方程式 は，次の補助方程式に変形できる．(a)

元の方程式の解を とすると

よって，補助方程式の解は の置換で変わらない．

( ) ３次方程式は，次の補助方程式に変形できる．2
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よって，補助方程式は の整式となり，１つの解は で

解の間の置換 で他の解が得られることが分かる．

４次方程式は を解にもつ次の補助方程式に変形される．(3) ，

元の方程式の解を とし，補助方程式の解を とすると

より のうち二つが決まると他は一意に決まるから，，

解 の一組を とすると，u,v,w

∴
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対称群の構成3.

一般に，次のようになる．

置換群の正規部分群4.
) すべての置換は，互換( )で表される．1 1 n
( ) 巡回群1

( ) ( )( )( )i j k = 1 i 1 j 1 k
( ) 互換2

( ) ( )( )( )i j = 1 i 1 j 1 i
) 置換群 は， の互換( )で表される．2 G 1 n

とするとき，
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     1    (1 3)   (2 3)

  (1 2)   (1 2 3)   (1 3 2)

方程式の解と置換

     1    (1 4)   (2 4)    (3 4)

   (1 2) (1 2 4)   (1 4 2) (1 2)(3 4)

   (1 3) (1 3 4) (1 3)(2 4)   (1 4 3)

   (2 3) (1 4)(2 3)   (2 3 4)   (2 4 3)

  (1 2 3) (1 2 3 4)  (1 4 2 3)  (1 2 4 3)

  (1 3 2) (1 3 2 4)  (1 3 4 2)  (1 4 3 2)
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) は不動置換である．3

交代群5.

) 交代群は( )の巡回群により生成される．1 i j k

) の交換子部分群は である．2 ，

)3

組成列6.
ただし，
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注 (xi xj) を (i j) と記すことがある。

S3 A3 E

S4 A4 V4 K E

E = 1S2 E

A2 = 1
A3 = 1, (1 2 3), (1 3 2)

A4 =

∵ (i j)(j k) = (i k j), (i j)(k l) = (i j)(j k)(j k)(k l) = (i k j)(j l k)

A5 = A4 + A4 (1 2) (3 4 5) + A4 (1 3)(2 4 5) + A4 (1 4)(2 3 5) + A4 (1 5)(2 3 4)

注 (1 2) (3 4 5), (1 3)(2 4 5), (1 4)(2 3 5), (1 5)(2 3 4) : 偶置換

H(固定群) のとき ti-1Hti
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S2 : E = 2 (素数)

S3 : A3 = 2 (素数), A3 : E = 3 (素数)

方程式の解と置換

     1 (1 2)(3 4) (1 3)(2 4) (1 4)(2 3)

  (1 2 3)   (2 3 4) (1 4 2)   (1 3 4)

  (1 3 2)   (1 4 3) (2 3 4)   (1 2 4)
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注 クラインの４元群 ( )Vierengruppe

対称群と交代群7.
)1

) は の正規部分群である．2

)3

S5 A5 E

V
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=
=

1, (1 3)(2 4 )
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sŒS

+ sA
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n

sAn : 奇置換

An Sn

S4 : A4 = A4 : V4 = V4 : K = K : E = 2 (素数)

S5 : A5 = 20, A5 : E = 60 (非素数)
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方程式の解と置換
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最小多項式8.
， 。定 義 を根とする 係数の最小次数の多項式で 特にモニックなものをいうF

単純拡大体9.
) 定 義1
拡大体 があるとき， の部分集合 とすると， と を含む の最小部分体L/K L S K S L
を に を添加した体といい ( )と記す．K S K S

) 定 理2
数体 に有限個の代数的数を 添加した体F
は単純拡大である．

を示すとよい．

a

a, b, c, …, d F(a, b, c, …, d) = F(t)

F(a, b, c, …, d) = F(t)
∵ F(a, b) = F(t)

だから，s'

s'

ところが

s-1 ŒH

(ii)

だから矛盾

s-1

(iii)

で不変な文字の個数はsのそれより大きい．

の場合

∴

∴

∴

A

k

k

s's

n

t
-1

は単純群である．

1

=

=
s's

k

k
-1 = 1

f(x)

g(x)

f(x)

g(x)

f

f

ai－a
b－bj

f

1

1

1

(b)

(b

(x)

j)

:

の根を

:

の根を

=

=

=

aの最小多項式

bの最小多項式

t

≠

f(t－cb)

f(t－cx)

f(t－cb

=

c

a

a

b

とする

+

j

=

)

=

=
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≠

a

とおくと

b

1

f(a)

1

,

,

.

f(a

とおく

a

b

2

2

,

i

=

,

)

…,

…,

=

0

,

0

a

b

f

i

1

j

(x) Œ F(t) x

方程式の解と置換
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例

例 有理整数体 の自己同型写像は，恒等写像だけである．Q

定 理（同型延長定理）

， ， ．のとき を の同型写像とすると は の同型写像に延長できるF E
また， のとき， の延長は 個ある．n

∵

が の単純拡大体のとき示すとよい．E F
( ) が 上規約なら は上規約である．i F
が規約でないとする．

が同型写像で が存在するから，，

F ⊂ E s s
E : F = n s

E

F ……………>

……………>

s

s(E)

(F)
∪

s

s

∩

f(x) s(f(x)) s(F)
s(f(x))

s(f(x)) = g(x)h(x)
s s-1

∴

また

∴

(1)

F(a,

F(t)

(2)

t =

より

⊂

b)

a

⊂

F(a,

+

F(a,

cb

F(t)

b)

Œ

b)

………………(2)

………………(1)

=

F(a,

F(t)

b)

Q( 2 , 3 ) = Q( 2 + 3 ) Q: 有理数体

f

同様にして、

g

1

1

(x)

(x)

∴

∴

と

と

b

a

g(x)

f(x)

Œ

Œ

は

F(t)

F(t)

は

,

,

ただ一つの共通根

ただ一つの共通根

a

b

をもつから

をもつから

g

f1

1

(x)

(x)

=

=

x－b

x－a

∵

∴

t－cb

f1(bj)

j

≠

=

≠

=

0

t－cb

a

ai

+ c(b－b

∵

+ c(b－b

ai－a
b－bj

j)

j)

≠ c

方程式の解と置換



10

が規約であることに矛盾する．

( ) は四則演算 を保存する．ii
，とすると

同様にして

( ) は 個ある．iii n
，E Fは の単純拡大体だから

最小多項式を次のように置く

定 理（正規性定理）

拡大体 で は の分解体で， はB / F E / F
の分解体とする．

( )は ( )の正規部分群で，Gal E / B Gal E / F

∵

のとき を示す．

∴

s

f(x)

-1 s(f(x))

= s-1(g(x))

= s-1(g(x))

s-1 (h(x))

s-1 (h(x))

f(x)
∴ s(f(x)): 規約

s ｏ

k, l Œ E E = F(h), E : F = n だから，

k

l =

=

g

f0

0

+

+

f

g

1

1

h

h

+

+

…

…

+

+

fn-1

gn-1

hn-1

hn-1

f

g

i

i Œ

Œ

F

F

s(k)

=

=

s(f

s(f

0

0

)

)

+

+

s(f

s(f

1)s(

1)s(

h)

h)

+

+

…

…

+

+

s(f

s(f

n-1

n-1

)s(

)s(

h)n-1

h)n-1

∴ s(kｏl)

s(l) = s(g

=

=

0

s(f

s(k)ｏs(l)

) +

0ｏg

s(g

0)

1)s(

+

h)

s(f1

+

ｏg

…

1)s(

+

h)

s(g

+

n-1

…

)s(h

+

)n-1

s(fn-1ｏgn-1)s(h)n-1

s
E = F(h)

∴

∴

f(h)

s(h)

s(f(h))

=

は上式の根でn個ある．

h

=

n +

s(h)

a1

n

h

+

+

s(a

…

1)

+

s(h)

an

n-1

=

+

0

… + s(an) = 0

f(h) = hn + a1 h + … + an ai Œ F

F ⊂ B ⊂ E f(x) Œ F(x) g(x) Œ F(x)

Gal(E / F) / Gal(E / B) Gal(B / F)
E

B

F ……………>

……………>

……………>

G

G

G

(E)

(B

=

)

=

Gal

=

Gal

Gal

(E

(B

(E

/ F)

/

/

F)

B)
∪

∪

∩

∩

s G s-1 ⊂ G(B)s Œ G

方程式の解と置換
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は のガロア拡大だからB F
をとり とすると，，

第一同型定理より

． ， ，定 理 の 上ガロア群 は， 次対称群 である また のときF G n
は可解群ではない．

∵ ( ) の分解体は で は の根である．i
は の 上ガロア群 の部分群だからK F G

( ) のときii

注 巡回群は，可換で位数は素数である．
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s g s-1 Œ sG(B)s-1 x Œ B
s g s-1(c)

=

=

=

c

sg)s

ss-1(c)

-1(c))

∴

∴ Gal

s G(B)

(E /

s

B)

-1 Œ

は

G(B)

Gal (E / F) の正規部分群）

Gal(E / F) / Gal(E / B) Gal(B / F)

f(x) Sn n ≧ 5
Sn

f(x) K = F(a1, a2, …, an) ak f(x)
Sn

K : F = Gの位数 ≧ Sn の位数 = n!……①
F⊂ F(a1) ⊂ F(a1, a2) ⊂ … ⊂ F(a1, a2, …, an) = K
∴ K : F = F(a1) : F … K : F(a1, a2, …, an) ≦ n!……②

①②より，G = Sn

Sn An E
n ≧ 5
A

交代群A

N

よって，n≧5

n

=

の正規部分群

An

n

となり，剰余類群が巡回群となる系列

は(i

のとき,

j k)

N

から

について，

S

生成され，N

n は可解群ではない．

An / N

は交換子すべてを含むから

が巡回群（可換）なら

は不可能

方程式の解と置換


