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代数拡大の系譜（平成１８年）

作図可能な数1.
四則演算と開平の作図(1)
デカルト は，彼の著書「方法叙説」の別冊「幾何学」の中Renè Descartes (1596~1650)

で，次のように記している．「線分の間の四つないし五つの代数的演算（加法，減法，乗法，

除法，根の抽出）を定義し，それらの演算のいかなる結果も線分として解釈できる．」と．

（注）古代ギリシャ時代より，作図は定規とコンパスで描くことになっている．

同一直線上で，和や差が考えられる．1)

同一直線上に， となるようにとる． を通る直線上2) B
に となるようにとる． を通り， に平行に を引くと，D AC DE

直線上に， となるようにとる． の中点を とし，3) FH K
K FH G FH Iを中心に を直径とする半円を描く． を通り， に垂線を立て，半円との交点を

とする．

このようにして，四則演算と開平で出来る数は，定規とコンパスで描くことが出来ること

を示している．
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代数的数と代数拡大2.
古代ギリシャ以来，作図は定規とコンパスのみで行うことになっている．こうした制約を

設けることで，古代ギリシャ人は，次の難問に直面した．

与えられた角を三等分することは出来ない．（角の三等分問題）(1)
与えられた立方体の体積の二倍に等しい立方体は作図出来ない．（立方体の倍積問題）(2)
与えられた円の面積に等しい正方形は，作図出来ない．（円積問題）(3)
こうした難問を解決するために，人々は悪戦苦闘し，数学を発展させてきた．

定規とコンパスによる作図1)
S定規とコンパスで作図することは，次のように解釈されている．まず，平面に点集合

が与えられ，次の操作を有限回繰り返すことである．

上の二点を結ぶ直線が，定規で描くことができる．(1) S
上の点を中心として，与えられた長さを半径とする円が，コンパスで描くことがで(2) S

きる．

二直線の交点を に加える．(3) S
直線と円の交点を に加える．(4) S
二円の交点を に加える．(5) S
について，直線 の交点は，四点 の座標から四則演算で求めることが(3) AB, CD A, B, C, D
できる．

について，直線 と円 の交点は， の座標と円 の中心の座標および半径の長さ(4) AB P A,B P
から四則演算と開平で求めることができる．r
について，二円の差をとることによって に帰着される．(5) (4)

このように，作図は与えられた実数から四則演算と開平の操作を有限回繰り返して，新しい

実数を求めることである．また，作図によって数や代数演算を確かめてきた．だが，複素数の

存在が認識さてから方程式が代数的に解くことができるか否がで数や代数演算を確かめるよう

になった．そこで，作図可能な数を，次のように定義するようになった．

定 義 有理係数の多項式

の根になる数を「代数的数」という．

（注）作図可能な数は，代数的数であるが，逆は成り立たない．（例）

定 理 が代数的数ならば， も代数的数である．

証 明 を根とする有理係数多項式を とするとが代数的数だから

が代数的数だから

f (x) = xn + a1 xn-1 + a2 xn-2 + … + an

3 a

a, b a + b, a－b, ab,
a
b

(b≠ 0)

f(x) = xn + p1 xn-1 + … +pn-1x + pn, g(x) = xm + q1 xm-1 + … + qm-1 x + qm

f(x), g(x)a, b

a, b f(a) = 0, f(b) = 0
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は の一次結合である．

体 は，高々 次の線形空間である．an n + m + mn

（注）有理数体は，最小の数体である．

代数拡大と作図可能性2)
作図は，与えられた実数から四則演算と開平の操作を有限回続けて，新しい実数を求める

ことであった．

定 義 二つの体 について， となるとき， を の拡大体， を の部F, K K F F K
分体という．

定 義 の 上線形空間としての次数を の 上拡大次数といい， と記す．K F K F

定 理 実数 で定まる図形から，定規とコンパスで作図できる新しい

図形を定める実数を とし， とするとき，u

証 明

この定理を用いて，古代ギリシャ時代の難問 は，次のように説明される．(1), (2)

角を三等分することは， を 与 え てを求めることである．(1)

F ⊂ K

K : F

a1, a2, a3, …, an

K(u) ⊂ K(u1, u2, u3, …, um)
u12 Œ K, ui2 Œ K(u1, u2, u3, …, ui-1)

∴ K(u1, u2, u3, …, ui) : K(u1, u2, u3, …, ui-1) = 1 or 2

K(u) : K = K(u) : K(u1) × K(u1) : K(u1, u2) × … × K(u1, u2 … ) : K
∴ K(u) : K = 2p ( p : 正の整数 )

a = cos 3h cos h

cos 3h = 4cos3 h－3cosh だから 2 cos h = u とおくと
u3－3u－2a = 0

K(u) : K = 2p ( p : 正の整数 )

K = Q(a1, a2, a3, …, an)

ap, bq, aibj ak, bh, and akbh

(k = 0, 1, 2, …, n-1 h = 0, 1, 2, …, m-1).
Q(a, b)
∴ a + b, a－b, ab, a/b Œ Q(a, b)

∴ an = - (p1 an-1 + … + pn-1 a + pn)
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（注） 年に という人がこの方法で証明した．1837 P. L. Wantzel
立方体の一辺を を与えて， を求めることである．(2)

年に が は代数的数でないことを証明して解決された．(3) 1882 Lindeman

累乗根拡大と巡回群3.
を根にもつ 次方程式を次のようにおく，

ただし，係数 は，根 の基本対称式である．

即ち，

方程式（＊）の根の公式を求めることは，根 を四則演算と累乗根を

用いて，方程式の係数 から求めることである．そのために，まず有理数

体を次のように拡大していく必要がある．

累乗根拡大(1)
を有理数体とする．F

方程式の根の公式は，根 の基本対称式で表されるから，根の循環置換(2)
で不変である．

F F K定 理 を体， を既約な 係数の多項式とする． を法とする類の全体を

とする．

の根は， の元であり， の類を とすると， は の根である．K

h = 20゜とおくと a =
1
2

∴ u3－3u－1 = 0, Q : 既約
∴ Q(u) : Q = 3 よって, u は作図不可能である.

a u3－2 = 0
a = 1 とおくと u3－2 = 0, Q : 既約

∴ Q(u) : Q = 3 よって, u は作図不可能である.

8)

p 2)
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証 明

（注）実際， のとき， を で割ると，次の計算のように剰余

が の 根 であることが，容易にわかる．

）

定 理 任意の体， の拡大体を とする． を 上既約多項式とする．F: F K F
は，次のように 上の一次多項式の積に分解する．K

F F K K定 義 係数の多項式 が， 上の拡大体 で一次多項式の積に分解されるとき，

を の分解体という．

正規部分群の役割4.
剰余類1)

定 理 群 の部分群とするとき， は，次のように分割できる．H : G G

証 明
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正規部分群（不変部分群）2)
定 義 群 の部分群とする．H : G
の任意の元 に対して， が成り立つとき， を の正規部分群という．G g H G

（注） 可換群のとき， の全ての部分群は正規部分群である．G : G

剰余類群（商群）3)
定 理 群 の正規部分群とするとき， は群を成す．H : G

証 明

定 義 この群を剰余類群（商群）といい， と記す．

固定群（不動群）4)
方程式 の係数も根の公式も，根 の置換で不変である．

そこで，次に述べる不動群，不動体という概念が必要になる．

定 義 基礎体とする． を含む の部分体 を， と の中間体という．F : F K E F K

の元を不動にする同型写像 を 上同型写像という．E E

定 義 上同型写像の全体は，群を成し， の固定群 という．E E H

（注） の固定群をそれぞれ とすると，F, K G = G(F), I = G(K)

定 理 有理数体 は，同型写像 で不動である．Q

証 明 自然数のとき，n :

a1H, a2H, a3H, …, anH
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=
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∴
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∴
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=
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F ⊂ E ⊂ K
s

s(x) = x (x Œ E)

H = G(E) = s Œ G | s(x) = x, xŒE

G ⊃ H ⊃ I

s
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定 理 上の代数的数 は，同型写像により 上の共役数に写される．K K

証 明

ガロア拡大5.
定 義 基礎体 の分離拡大体を とするとき， の 上の全ての共役体が一致するとき，F K K F

を のガロア拡大体 といい， と記す．K F G G = Gal(K/F)
（注）

体 の拡大を次のようにとる．1) F

体 の部分体 の固定群を とすると，2) G
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の 上最小多項式を とすると， は の分解体である．3) F K
は，分離拡大体だから，次の条件を満たすことが が可解群であるための必要十分条K G
件である．
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