
方程式 2x + py = z2 の非負整数解

大塚美紀生

[ 1 ]において方程式 2x + 5y = z2の非負整数解を求めたが，同様の論法で少し一般
化した結果を導くことができる。注1

定理 pが p ≡ ± 3 (mod 8)を満たす素数であるとき，方程式
2x + py = z2 (1)

を満たす非負整数の組 (x, y, z)は
p = 3のとき (x, y, z) = (0, 1, 2), (3, 0, 3), (4, 2, 5)
p = 5のとき (x, y, z) = (3, 0, 3), (2, 1, 3)
p > 5のとき (x, y, z) = (3, 0, 3)

に限られる。注2

平方剰余に関するある補題

奇素数 pについて，a2 ≡ 2 (mod p)を満たす整数 aが存在するならば，
p ≡ ± 1 (mod 8)

である。注3

(証明) pについての数学的帰納法で証明する。
p = 3, 5のとき 2は平方剰余ではなく，2 ≡ 32 (mod 7)であるから，2が平方剰

余である最小の奇素数は 7である。
a2 = 2 + bp (2)

を満たす整数 a, bが存在するような奇素数 pについて，pより小さい奇素数は補題を
満たすものとする。

(a − p)2 ≡ a2 (mod p), a − p �≡ a (mod 2)

であるから，
aは奇数，3 � a < p

として一般性を失わない。このとき bも奇数であり，0 < b < pである。
bの任意の素因数(奇素数)を qとすると，(2)より

a2 ≡ 2 (mod q)
であり，q < pより

q ≡ ± 1 (mod 8)
が成り立つ。したがって，それらの積についても

b ≡ ± 1 (mod 8)
が成り立つ。 aは奇数で a2 ≡ 1 (mod 8)であるから，(2)より

1 ≡ 2 ± p (mod 8)
であるが，これを満たすには p ≡ ± 1 (mod 8)の場合に限られ，2が平方剰余となる
すべての奇素数 pについて成り立つ。 (証明おわり)
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定理の証明

x, y, zは (1)を満たす非負整数であるとする。奇数の平方が 8で割ると 1余ること
に注目して，x � 3の場合と x < 3の場合に分けて考える。

1◦ x = 0のとき，(1)は
py = z2 − 1 = (z + 1)(z − 1)

素因数分解を考えると，
z + 1 = pm, z − 1 = pn (3)
m > n � 0, m + n = y (4)

を満たす整数m, nが存在する。 (3)において 2式の差をとると
2 = pm − pn = pn(pm−n − 1)

となるから，素因数分解を考えると
pn = 1, pm−n − 1 = 2 ∴ n = 0, pm = 3

(i) p = 3のときは m = 1であり，(4), (3)より
y = 1, z = 2

(ii) p �= 3のとき pm = 3は素因数分解の一意性に反する。

2◦ x = 1のとき，(1)は
2 + py = z2

y = 0ならば 3 = z2となって不成立であり，y � 1ならば 2 ≡ z2 (mod p)であり，
補題より p ≡ ± 1 (mod 8)となって仮定に反する。

3◦ x = 2のとき，(1)は
py = z2 − 4 = (z + 2)(z − 2)

素因数分解を考えると，
z + 2 = pm, z − 2 = pn (5)
m > n � 0, m + n = y (6)

を満たす整数m, nが存在する。 (5)において 2式の差をとると
4 = pm − pn = pn(pm−n − 1)

となるから，素因数分解を考えると
pn = 1, pm−n − 1 = 4 ∴ n = 0, pm = 5

(i) p = 5のとき m = 1であり，(6), (5)より
y = 1, z = 3

(ii) p �= 5のとき，pm = 5は素因数分解の一意性に反する。

4◦ x � 3のとき，(1)より zは奇数であるから
py ≡ z2 ≡ 1 (mod 8)

が成り立つ。
yが偶数ならば py ≡ 1 (mod 8), yが奇数ならば py ≡ p ≡ ± 3 (mod 8)

— 2 —



であるから，
y = 2k (kは非負整数) (7)

と表され，
2x = z2 − p2k = (z + pk)(z − pk)

z, pkがともに奇数であることに注意して素因数分解を考えると
z + pk = 2m, z − pk = 2n (8)
m > n � 1, m + n = x (9)

を満たす整数m, nが存在する。 (8)より
(z + pk) − (z − pk) = 2m − 2n

∴ pk = 2m−1 − 2n−1 = 2n−1(2m−n − 1)

両辺の素因数分解を考えると
2n−1 = 1, 2m−n − 1 = pk (k = 0のときも成立)

∴ n = 1, pk + 1 = 2m−1 (10)

ここで，m � 4であるとすれば pk + 1 ≡ 0 (mod 8)となるが，
pk ≡ 1 または p (mod 8), p ≡ ± 3 (mod 8)

に反するから，
m � 3

に限られる。また，(9), (10)と場合分けの前提より
x = m + 1 � 3

であるから，
m = 2 または m = 3

(i) m = 2のとき，(10)より
(m, n, k) = (2, 1, 0)

であるから，(9), (7), (8)より
x = m + n = 3, y = 2k = 0, z = 2m − pk = 2n + pk = 3

(ii) m = 3のとき，(10)より pk = 3となり，
p = 3ならば k = 1であり，(9), (7), (8)より

x = m + n = 4, y = 2k = 2, z = 2m − pk = 2n + pk = 5

p �= 3ならば，素因数分解の一意性に反する。

以上より，(1)を満たす非負整数の組は
p = 3のとき (x, y, z) = (0, 1, 2), (3, 0, 3), (4, 2, 5)
p = 5のとき (x, y, z) = (3, 0, 3), (2, 1, 3)
p > 5のとき (x, y, z) = (3, 0, 3)

に限られる。 (証明おわり)
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注 1 本稿では p ≡ ± 3 (mod 8)の場合を考えるが，p ≡ ± 1 (mod 8)の場合はかな
り難しくなる。

注 2 p = 5の場合は既に [ 1 ]で証明済みであるが，本稿でも再度証明されている。

注 3 本稿では必要条件としてのみ扱っているが，実は p ≡ ± 1 (mod 8)は 2が pを
法として平方剰余となるための必要十分条件である。 [ 2 ]などの初等整数論の本を
参照されたい。
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