
2009年 一橋大学(前期) 解答

1
m − n = k · · · · · · 1©

とおくと，与えられた方程式は
(n + k)3 + 13 = n3 + 103

3n2k + 3nk2 + k3 = 999 · · · · · · 2©
∴ k(3n2 + 3nk + k2) = 33 × 37 · · · · · · 3©

2©より k3は 3で割り切れ，3は素数であるから
kと 3n2 + 3nk + k2はともに 3の倍数 · · · · · · 4©

であり，
3n2 + 3nk + k2 = 3n2 + 3n(m − n) + (m − n)2

= m2 + mn + n2 > 0

より
0 < k < 3n2 + 3nk + k2 · · · · · · 5©

であるから， 3©, 4©, 5©より
(k, 3n2 + 3nk + k2) = (3, 333), (9, 111)

に限られる。

( i ) k = 3のとき
333 = 3n2 + 9n + 9 = 3(n2 + 3n + 3)
n2 + 3n + 3 = 111
n2 + 3n − 108 = 0
(n + 12)(n − 9) = 0

n � 2および 1©より
n = 9, m = 12

(ii) k = 9のとき
111 = 3n2 + 27n + 81 = 3(n2 + 9n + 27)
n2 + 9n + 27 = 37
n2 + 9n − 10 = 0
(n + 10)(n − 1) = 0

n � 2より，この式は成り立たない。

以上より，求める整数m, nは
m = 12, n = 9 (答)

(注) 実質的には
m3 − n3 = (m − n)(m2 + mm + n2) = 999

を満たす整数の積の組合せを求めるだけの問題であるが，機械的に場合分け
すると作業が膨大になるので，可能性を絞る工夫も必要となる。
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2
(1) 点 (cos θ, sin θ)の軌跡が原点を中心とする単位円であることに注意して，題
意の条件を言い換えると

�任意の角 θに対して − 2 � x cos θ + y sin θ � y + 1�
⇐⇒ {

(X, Y )
∣∣ X2 + Y 2 = 1

} ⊂ {
(X, Y )

∣∣ − 2 � xX + yY � y + 1
}

⇐⇒ x = y = 0 または




−2 � x 0 + y 0 � y + 1
|x 0 + y 0 + 2 |√

x2 + y2
� 1

|x 0 + y 0 − y − 1 |√
x2 + y2

� 1

⇐⇒ y + 1 � 0 かつ x2 + y2 � 4 かつ x2 + y2 � (y + 1)2

⇐⇒ y � −1 かつ x2 + y2 � 4 かつ y � 1
2

x2 − 1
2

xy平面上に図示すると，次図の網目部分(境界を含む)となる。

x

y

π
3

π
3

O 1
√

3 2

1

2

−1
−√

3

(答)

この領域の面積 S1は

S1 =
1
2

22 2
3

π − 1
2

2
√

3 1 +
∫ √

3

−√
3

{
1 −

( 1
2

x2 − 1
2

)}
dx

=
4
3

π −
√

3 − 1
2

∫ √
3

−√
3

(x +
√

3 )(x −
√

3 ) dx

=
4
3

π −
√

3 +
1
2

1
6

(
√

3 +
√

3 )3

=
4
3

π +
√

3 (答)

(注) 前半の条件の部分は，(x, y) �= (0, 0)のもとで三角関数の合成を用いて
(x cos θ + y sin θの最小値) � −2
かつ (x cos θ + y sin θの最大値) � y + 1

としてもよい。
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(2) αと βは独立変数であり，
x2 cos α + y sin βの最小値は − x2 − |y|, 最大値は x2 + |y|

であるから，条件は
− 1 � −x2 − |y| かつ x2 + |y| � 1
|y| � 1 − x2

∴ x2 − 1 � y � 1 − x2

xy平面上に図示すると，次図の網目部分(境界を含む)となる。

O x

y

1

1

−1

−1 (答)
対称性も考えて，この領域の面積 S2は

S2 = 4
∫ 1

0
(1 − x2) dx = 4

[
x − x3

3

]1

0

=
8
3

(答)
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3 放物線 y = x2 − 2px + q上の任意の点 (t, t2 − 2pt + q)に対して点 (p, 2q)か

らの距離 d1(t)および点 (p, p)からの距離 d2(t)の最小値がどちらも 1以下となる
ことが題意の条件である。

x2 − 2px + q = (x − p)2 + r

とおくと
q = p2 + r

であり，
d1(t)

2 = (t − p)2 + {(t − p)2 + r − 2q}2

= (t − p)2 + {(t − p)2 − 2p2 − r}2

= (t − p)4 − (4p2 + 2r − 1)(t − p)2 + (2p2 + r)2

=
{
(t − p)2 −

(
2p2 + r − 1

2

)}2 −
(
2p2 + r − 1

2

)2
+ (2p2 + r)2

=
{
(t − p)2 −

(
2p2 + r − 1

2

)}2
+ (2p2 + r) − 1

4
(t − p)2 � 0を考え，d1(t)の最小値が 1以下であることより


2p2 + r − 1

2
� 0のとき (t − p)2 = 0で (2p2 + r)2 � 1

2p2 + r − 1
2

� 0のとき (2p2 + r) − 1
4

� 1

p2 + q � 1
2
のとき − 1 � 2p2 + r � 1, 2p2 + r � 1

2
のとき 2p2 + r � 5

4
である

から

− 1 � 2p2 + r � 5
4

∴ −2p2 − 1 � r � −2p2 +
5
4

· · · · · · 1©

d2(t)
2 = (t − p)2 + {(t − p)2 + r − p}2

= (t − p)4 − (2p − 2r − 1)(t − p)2 + (p − r)2

=
{
(t − p)2 −

(
p − r − 1

2

)}2 −
(
p − r − 1

2

)2
+ (p − r)2

=
{
(t − p)2 −

(
p − r − 1

2

)}2
+ (p − r) − 1

4
(t − p)2 � 0を考え，d2(t)の最小値が 1以下であることより


p − r − 1

2
� 0のとき (t − p)2 = 0で (p − r)2 � 1

p − r − 1
2

� 0のとき (p − r) − 1
4

� 1

p − r � 1
2
のとき − 1 � p − r � 1, p − r � 1

2
のとき p − r � 5

4
であるから
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− 1 � p − r � 5
4

∴ p − 5
4

� r � p + 1 · · · · · · 2©

1©かつ 2©より，放物線 y = x2 − 2px + qの頂点 (p, r)が存在しうる領域は

− 2x2 − 1 � y � −2x2 +
5
4
かつ x − 5

4
� y � x + 1

であり，図示すると次図の網目部分(境界を含む)となる。

O

(答)

x

y

A
B

C

D

E

F

図中の交点の座標は

A
( −1 +

√
3

4
,

3 +
√

3
4

)
, B

( −1 −√
3

4
,

3 −√
3

4

)

C
( −1 +

√
21

4
,

−6 +
√

21
4

)
, D

( −1 −√
21

4
,

−6 −√
21

4

)

E
( −1 +

√
3

4
,

−6 +
√

3
4

)
, F

( −1 −√
3

4
,

−6 −√
3

4

)
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4
(1) 2点 P, Qを実際に図示してみると

O = A B′

C′

TA

A

TC

C

TB

B
TC

C

TA

P

TA

A

TC

C

TB

B

TA

Q

となるから
−→
OP = 2

−−→
OB′ + 2

−−→
OC′,

−→
OQ = 4

−−→
OB′ +

−−→
OC′

�ABCは一辺の長さ 2の正三角形であるから∣∣−−→OB′∣∣ =
∣∣−−→OC′∣∣ = 2,

−−→
OB′ −−→

OC′ = 2×2×cos 60◦ = 2
であり，これを用いて∣∣−→OP

∣∣ = 4
√

3∣∣−→OQ
∣∣2 = 16

∣∣−−→OB′∣∣2 + 8
−−→
OB′ −−→

OC′ +
∣∣−−→OC′∣∣2

= 16 × 22 + 8 × 2 + 22 = 84 ∴
∣∣−→OQ

∣∣ = 2
√

21
−→
OP

−→
OQ = 8

∣∣−−→OB′∣∣2 + 10
−−→
OB′ −−→

OC′ + 2
∣∣−−→OC′∣∣2

= 8 × 22 + 10 × 2 + 2 × 22 = 60
となるから，内積の関係式より

cos θ =
−→
OP

−→
OQ∣∣−→OP

∣∣∣∣−→OQ
∣∣ =

60
4
√

3 × 2
√

21
=

5
2
√

7
=

5
√

7
14

(答)

(2) TA TC TB TA TC TBの順に 6操作を行うことを T1,

TA TB TC TA TB TCの順に 6操作を行うことを T2とする。

操作 T1を施すと，(1)で図示したように，�ABCは

�OB′C′と同じ向きとなり，点Aは
−→
OR = 3

−−→
OB′で定

められる点Rに一致する。操作 T2を施すと，右図の
ように�ABCは�OB′C′と同じ向きとなり，点Aは
−→
OR = 3

−−→
OC′で定まる点Rに一致する。

したがって，T1または T2の操作を行うごとに
�ABCは最初と同じ向きになるので，

O = A B′

C′

TA

A
TB

B
TC

C
TA

A
TB

B
TC

C

−→
OR = 3k

−−→
OB′ + 3�

−−→
OC′

で定められる点 Rは，(順不同で) T1を k回，
T2を � 回施すと頂点Aが重なる。 (証明おわり)
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5
(1)( i ) Xのカードを k回，Y のカードを n− k回選んだとき，P が到達する点は

(k, n − k) (k = 0, 1, 2, · · · , n)であるから，到達可能な点は
n + 1個 (個)

(ii) 点 (k, n − k)に P が到達する確率を pk (k = 0, 1, 2, · · · , n)とすると

pk = nCk

( 1
2

)n
=

n !
k ! (n − k)!

( 1
2

)n

0 � k � n − 1に対して

pk < pk+1 ⇐⇒ pk+1

pk

=
k ! (n − k)!

(k + 1)! (n − k − 1)!
=

n − k

k + 1
> 1

⇐⇒ n − k > k + 1

⇐⇒ k <
n − 1

2
nが偶数のとき

p0 < p1 < · · · < pn−2
2

< pn
2

> pn+2
2

> · · · > pn ,

nが奇数のとき
p0 < p1 < · · · < pn−3

2

< pn−1
2

= pn+1
2

> · · · > pn

であるから，確率 pkが最大となる点は


nが偶数のとき
( n

2
,

n

2

)

nが奇数のとき
( n − 1

2
,

n + 1
2

)
,

( n + 1
2

,
n − 1

2

) (答)

(2)( i ) Xのカードを x回，Y のカードを y回，Zのカードを z回選んだとき，
x + y = n − z, x � 0, y � 0, z � 0

であり，zを固定すると P が到達する点の個数は(1)より
n − z + 1 個

であるから，zについて加えることにより求める個数は
n∑

z=0
(n − z + 1) =

n + 1
2

(n + 1 + 1) =
1
2

(n + 1)(n + 2) (答)

(注) n個のものと 2つの仕切りを並べる(重複組合せ)と解釈して

n+2C2 =
1
2

(n + 2)(n + 1)

と求めてもよい。
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(ii) (1)より，x + y = kを固定すると，P が点 (x, y)に到達する確率は

kが偶数のとき (x, y) =
( k

2
,

k

2

)
で最大，

kが奇数のとき (x, y) =
( k + 1

2
,

k − 1
2

)
,

( k − 1
2

,
k + 1

2

)
で最大

となる。このとき，確率の最大値 qkは

qk =




nCn−k kCk
2

( 1
3

)n
(kが偶数のとき)

nCn−k kCk−1
2

( 1
3

)n
(kが奇数のとき)

である。

(a) kが奇数(k + 1が偶数)のとき

qk < qk+1 ⇐⇒ qk+1

qk

=
nCk+1 k+1Ck+1

2

nCk kCk−1
2

=
n − k

k + 1
(k + 1)

(
k − 1

2

)
!

(
k + 1

2

)
!

=
2(n − k)

k + 1
> 1

⇐⇒ 2n − 2k > k + 1

⇐⇒ k <
2n − 1

3
= 2

n

3
− 1

3
kは奇数，nは 3の倍数であるから

qk < qk+1 ⇐⇒ k � 2
n

3
− 1

(b) kが偶数(k + 1が奇数)のとき

qk < qk+1 ⇐⇒ qk+1

qk

=
nCk+1 k+1Ck

2

nCk kCk
2

=
n − k

k + 1
k + 1

k − k

2
+ 1

> 1

⇐⇒ 2(n − k) > k + 2

⇐⇒ k <
2n − 2

3
= 2

n

3
− 2

3
kは偶数，nは 3の倍数であるから

qk < qk+1 ⇐⇒ k � 2
( n

3
− 1

)

(a), (b)より
q0 < q1 < · · · < q2(n

3
−1) < q2· n

3
−1 < q2· n

3
> · · ·
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であるから，k =
2n

3
(偶数)のとき確率 qkは最大となり，このとき

P
( n

3
,

n

3

)
(答)
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