
2009年 京都大学 理系乙 解答

1 Pは辺AEを s : 1 − sに内分する点であるから
−→
OP = (1 − s)

−→
OA + s

−→
OE

= (1 − s)(3, 0, 0) + s(3, 0, 4)
= (3, 0, 4s)

Qは辺 CGを t : 1 − tに内分する点であるから
−−→
OQ = (1 − t)

−→
OC + t

−−→
OG

= (1 − t)(0, 2, 0) + t(0, 2, 4)
= (0, 2, 4t)

線分AC上の点Rを−→
OR = (1 − r)

−→
OA + r

−→
OC (0 � r � 1)

= (1 − r)(3, 0, 0) + r(0, 2, 0)
= (3 − 3r, 2r, 0)

と定め， −→
DR =

−→
OR −−→

OD = (3 − 3r, 2r, −4)
が平面OPQと垂直になる条件を考え，{−→

OP
−→
DR = 3(3 − 3r) + 0 2r + 4s(−4) = 0−−→

OQ
−→
DR = 0 (3 − 3r) + 2 2r + 4t(−4) = 0

∴ r = 1 − 16
9

s = 4t かつ 0 � r � 1

rを消去すると
16
9

s + 4t = 1 かつ 0 � 4t � 1

0 < s < 1, 0 < t < 1 も考えて，求める条件は
16
9

s + 4t = 1 かつ s > 0 かつ t > 0 (答)

— 1 —



2009年 京都大学 理系乙 解答

2 十分性：Pが �ABCの内心とし，APの延長と�ABCの外接円との交点を

Dとする。円周角の性質より
∠DBC = ∠DAC · · · · · · 1©

Pは内心であるから
∠DAC = ∠PAB · · · · · · 2©

A

B C

D

P∠CBP = ∠ABP · · · · · · 3©
1©, 3©の辺々を加えて

∠DBP = ∠DBC + ∠CBP
= ∠DAC + ∠ABP

2©より
∠DBP = ∠PAB + ∠ABP

�ABPにおいて
∠PAB + ∠ABP = ∠DPB

よって，∠DBP = ∠DPBとなるから
DB = DP

∠DAB = ∠DACより DB = DCであるから
DB = DP = DC

ゆえに，Dを中心として B, Cを通る円を描くと点 Pを通るから，D= A′である。
B′, C′についても同様であるから，A, B, C, A′, B′, C′は同一円周上にある。

必要性：�ABCの外接円上の点A′を中心として
B, Cを通る円を描き，線分AA′との交点を Pと
する。A′B = A′Cより

∠A′AB = ∠A′AC

A

B C

A′

P
円周角の性質より

∠A′AC = ∠A′BC · · · · · · 4©
であるから，

∠A′AB = A′BC ( = αとおく)

A′B = A′Pより
∠A′BP = ∠A′PB ( = βとおく)

�ABPにおいて
∠A′PB = ∠ABP + ∠BAP

∴ ∠ABP = β − α

∠CBP = ∠A′BP − ∠A′BC = β − α より
∠ABP = ∠CBP

よって，BPは ∠ABCの二等分線であり， 4©とあわせて，点 Pは�ABCの内心
である。

(証明おわり)
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3 n回の試行を終えたとき，番号 nのカードが山の一番上にきているのは，

• n − 1回目までのうち 1回だけ一番上のカードを番号 nのカード
より上に入れ，他の回は下に入れる

または
• n − 1回続けて番号 nのカードが 1つずつ上がり，n回目に一番
上のカード (番号 nのカード )を一番上に戻す

場合である。
番号 nのカードが k回目に下から k番目にあり，一番上のカードを番号 nカー

ドより上に入れ，あとの n− k回は番号 nのカードより下に入れる確率を pk (k =
1, 2, · · · n − 1)とすると

pk =
1
n

2
n

· · · k − 1
n

n − k

n

k

n
· · · n − 1

n

=
(n − 1)!

nn
(n − k) (k = 1のときも成立)

求める確率 P は

P =
n−1∑
k=1

pk +
1
n

2
n

· · · n − 1
n

1
n

=
(n − 1)!

nn

n−1∑
k=1

pk +
(n − 1)!

nn

=
(n − 1)!

nn

(
n−1∑
k=1

k + 1
)

=
(n − 1)!

nn

{
1
2

n(n − 1) + 1
}

=
(n − 1)!

2nn
(n2 − n + 2) (答)
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4 ad − bc = 1 · · · · · · 1©(
x1

y1

)
=

(
a b

c d

)(
1
0

)
,

∣∣−−→OP1

∣∣ =
√

x1
2 + y1

2 = 1 より

a2 + c2 = 1 · · · · · · 2©
ケーリー ハミルトンの定理より ( 1©も考えて)

A2 − (a + d)A + E = O · · · · · · 3©
(Eは単位行列，Oは零行列)(

x2

y2

)
=

{
(a + d)

(
a b

c d

)
− E

}(
1
0

)
,

∣∣−−→OP2

∣∣ =
√

x2
2 + y2

2 = 1 より

x2
2 + y2

2 = {a(a + d) − 1}2 + c2(a + d)2 = 1

(a2 + c2)(a + d)2 − 2a(a + d) = 0
1©より

(a + d)2 − 2a(a + d) = 0
(a + d)(a + d − 2a) = 0 ∴ d = ± a

1◦ d = aのとき
1©より

a2 − bc = 1 · · · · · · 4©
2©− 4©より

c2 + bc = c(c + b) = 0 ∴ c = 0 または c = −b

( i ) c = 0のとき， 2©より
a = d = ± 1 ∴ A =

(
a b

0 a

)

Ak =
(

ak kak−1b

0 ak

)
とすると

Ak+1 = AkA =
(

ak kak−1b

0 ak

)(
a b

0 a

)
=

(
ak+1 (k + 1)akb

0 ak+1

)
となるから，任意の自然数 nに対して

An =
(

an nan−1b

0 an

)
であり，(

xn

yn

)
=

(
an nan−1b

0 an

)(
1
0

)
=

(
an

0

)

∴
∣∣−−→OPn

∣∣ =
√

xn
2 + yn

2 =
√

a2n = 1

(ii) c = −bのとき， 2©より
a = cos θ, c = sin θ (θは実数)
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とおくことができて，

A =
(

a b

−b a

)
=

(
cos(−θ) − sin(−θ)
sin(−θ) cos(−θ)

)

は原点のまわりの − θ回転を表すから，
∣∣−−→OP1

∣∣ = 1よりつねに∣∣−−→OPn

∣∣ = 1

である。

2◦ d = −a すなわち a + d = 0 のとき
3©より

A2 = −E

であるから，(
x2n−1

y2n−1

)
= (−E)n−1

(
x1

y1

)
= (−1)n−1

(
x1

y1

)
(

x2n

y2n

)
= (−E)n−1

(
x2

y2

)
= (−1)n−1

(
x2

y2

)
∣∣−−→OP1

∣∣ =
√

x1
2 + y1

2 = 1,
∣∣−−→OP2

∣∣ =
√

x2
2 + y2

2 = 1 より

x2n−1
2 + y2n−1

2 = 1, x2n
2 + y2n

2 = 1

となるから，すべての自然数 nに対して∣∣−−→OPn

∣∣ =
√

xn
2 + yn

2 = 1

が成り立つ。

以上により，題意は示された。 (おわり)

— 5 —



2009年 京都大学 理系乙 解答

5 曲線 Cを直交座標系で表示すると{
x = (cos θ + 2) cos θ

y = (cos θ + 2) sin θ
(0 � θ � π)

0 < θ < πにおいて，
dx

dθ
= − sin θ cos θ + (cos θ + 2)(− sin θ)

= −2 sin θ(cos θ + 1) < 0

より x = (cos θ + 2) cos θ は狭義単調減少であるから，逆関数 x �→ θを持ち，
y = (cos θ+2) sin θとの合成を f(x)とおくことにより，曲線Cは関数 y = f(x)の
グラフとみなせる。この f(x)を用いて x = (cos θ + 2) cos θ により置換積分する
ことにより，求める体積 V は

V =
∫ 3

−1
πf(x)2 dx

= π

∫ 0

π
(cos θ + 2)2 sin2 θ

dx

dθ
dθ

= −2π

∫ 0

π
(cos θ + 2)2 (cos θ + 1) sin3 θ dθ

= 2π

∫ 0

π
(cos θ + 2)2 (cos θ + 1)(1 − cos2 θ)(cos θ)′ dθ

= 2π

∫ 1

−1
(t + 2)2 (t + 1)(1 − t2) dt

= −2π

∫ 1

−1
(t2 + 4t + 4)(t3 + t2 − t − 1) dt

= −2π

∫ 1

−1
(t5 + 5t4 + 7t3 − t2 − 8t − 4) dt

= −4π

∫ 1

0
(5t4 − t2 − 4) dt

= −4π

[
t5 − t3

3
− 4t

]1

0

=
40
3

π (答)
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6 an+1 + bn+1

√
2 = (a + b

√
2 )n+1

= (a + b
√

2 )(a + b
√

2 )n

= (a + b
√

2 )(an + bn

√
2 )

= aan + 2bbn + (ban + abn)
√

2 · · · · · · 1©
ここで，bn+1 �= ban + abnであるとすれば，

√
2 =

aan + 2bbn − an+1

bn+1 − (ban + abn)

が成り立ち，左辺は無理数，右辺は有理数となって矛盾するから，
bn+1 = ban + abn · · · · · · 2©

このとき， 1©より
an+1 = aan + 2bbn · · · · · · 3©

整数は和，積について閉じているから， 2©, 3©より，ak, bkが整数ならば ak+1,

bk+1も整数となり，a1 = a, b1 = bはともに整数であるから，
すべての nに対して an, bnは整数

である。
また，a1 = aは奇数であり，akが奇数であるとすれば

aakは奇数，2bbkは偶数
であるから， 3©より ak+1は奇数となり，

すべての nに対して anは奇数
である。

(1) a2, b2が共通の素因数 pをもつとすれば，a2は奇数であるから
p �= 2

であり， 2©より b2 = 2abであるから
p | a または p | b

3©より
a2 = a2 + 2b2

であるから，いずれの場合も p | a かつ p | b となり，aと bが互いに素であるこ
とに反する。よって，a2と b2は互いに素である。

(2) kを 2以上の整数とし，n � kに対して anと bnは互いに素であるとする。
2©, 3©より(

ak+1

bk+1

)
=

(
a 2b

b a

)(
ak

bk

)
· · · · · · 4©

両辺に余因子行列をかけて(
a −2b

−b a

)(
ak+1

bk+1

)
= (a2 − 2b2)

(
ak

bk

)
ak+1と bk+1が共通の素因数 pをもつとすれば，

p | a2 − 2b2 · · · · · · 5©
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4©においてケーリー ハミルトンの定理より(
ak+1

bk+1

)
=

(
a 2b

b a

)2(ak−1

bk−1

)

=
{

2a

(
a 2b

b a

)
− (a2 − 2b2)

(
1 0
0 1

)}(
ak−1

bk−1

)

= 2a

(
ak

bk

)
− (a2 − 2b2)

(
ak−1

bk−1

)

p | ak+1, p | bk+1および p | a2 − 2b2より
p | 2aak かつ p | 2abk

ここで，p | aとすれば，p | a2 − 2b2より p | 2b2であり，pが奇素数であることよ
り p | bとなって aと bが互いに素であることに反する。よって，

p � | a

となるが，pは奇素数であるから
p | ak かつ p | bk

となり，akと bkが互いに素であることに反する。したがって，ak+1と bk+1は
共通の素因数 pを持たず，互いに素である。
既に n = 1, 2のときは示されているので，数学的帰納法により

anと bnは互いに素
であることが示された。 (おわり)
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