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1
(1) n = paの正の約数は

pk (k = 0, 1, 2, · · · , a)
と表されるから，等比数列の和の公式より

σ(n) =
a∑

k=0

pk =
pa+1 − 1

p − 1
(答)

(2) (1)と同様に

σ(m) =
b∑

l=0

q l =
q b+1 − 1

q − 1

であり，mnの正の約数は
pk q l (k = 0, 1, 2, · · · ; l = 0, 1, 2, · · · )

と表されるから，和の性質より

σ(nm) =
a∑

k=0

b∑
l=0

pk q l =
a∑

k=0

pk
b∑

l=0

q l = σ(n)σ(m)

(証明おわり)

(3) n = 2a−1p (p = 2a − 1は奇素数)のとき，(2)と等比数列の和の公式を用いて，

σ(n) = σ(2a−1)σ(p)

=
2a − 1
2 − 1

(p + 1)

= 2a(p + 1) − (p + 1)
= 2a p + 2a − (2a − 1 + 1)
= 2a p

= 2n (証明おわり)

(注) (3)は逆も成り立つ。すなわち，nが偶数であるとき
σ(n) = 2n =⇒ n = 2a−1(2a − 1)かつ 2a − 1は素数

が成り立つ。
nは偶数であるから，

n = 2a−1 b (aは正の整数，bは正の奇数)

と表される。 2a−1と bは互いに素であるから，

2 2a−1 b = σ(n) = σ(2a−1)σ(b) =
2a − 1
2 − 1

σ(b)

∴ σ(b) =
2a b

2a− 1
=

2a− 1 + 1
2a− 1

b =
(
1 +

1
2a− 1

)
b = b +

b

2a− 1

2aと 2a − 1は互いに素であるから，
b

2a− 1
= σ(b) − bは正の整数，特に bの正の約数
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である。したがって，σ(b) = b +
b

2a− 1
となるのは，

bが素数，かつ
b

2a− 1
= 1

である場合に限られる。

σ(n) = 2nは
1 + 2 + 3 = 6, 1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28

のように，n自身以外の正の約数の和と nが一致することを意味し，このよう
な性質をもつ自然数を完全数という。本問で見たように，

nが偶数の完全数 ⇐⇒ n = 2a(2a−1 − 1) かつ 2a−1 − 1は素数
であり，奇数の完全数は存在するのかどうか不明である。

— 2 —



2009年 お茶の水女子大学 文教育学部 解答

2
(1) f(x) = |x2 − 4x + 3| = |(x − 1)(x − 3)|
直線 y = g(x)が y = −(x2 − 4x + 3)と接するとき，
2次方程式

ax = −(x2 − 4x + 3)
すなわち
x2 + (a − 4)x + 3 = 0

x

y

O 1 2

1

3

3

は重解を持つから
(判別式) = (a − 4)2 − 4 3 = 0
(a − 4 + 2

√
3 )(a − 4 − 2

√
3 ) = 0 ∴ a = 4 ± 2

√
3

1 � x � 3において接するのは，図形的に考えて
a = 4 − 2

√
3

図を参考にして，
「曲線 y = f(x)と直線 y = g(x)が共有点を 4つもつ」

⇐⇒「曲線 y = −(x2 − 4x + 3)と直線 y = axが
1 < x < 3において 2交点をもつ」

⇐⇒ 0 < a < 4 − 2
√

3 (答)

(2) 曲線 y = x2 − 4x + 3と直線 y = xの交点の x座標は
x2 − 4x + 3 = x

より
x2 − 5x + 3 = 0

∴ x =
5 ±√

13
2

α =
5 −√

13
2

, β =
5 +

√
13

2
とおくと，領域

x

y

1 2

1

3

3

O|x2 − 4x + 3| � y � x

の面積 Sは

S =
∫ β

α
{x − (x2 − 4x + 3)}dx − 2

∫ 3

1
{−(x2 − 4x + 3)}dx

= −
∫ β

α
(x − α)(x − β) dx + 2

∫ 3

1
(x − 1)(x − 3)dx

=
1
6

(β − α)3 − 2
6

(3 − 1)3

=
1
6

(
√

13 )3 − 8
3

=
−16 + 13

√
13

6
(答)

— 3 —



2009年 お茶の水女子大学 文教育学部 解答

3

(1) 3x2 − 6x + 2 = 3(x − 1)2 − 1 = 3
(
x − 1 +

1√
3

)(
x − 1 − 1√

3

)

と変形されるから，2次方程式 3x2 − 6x + 2 = 0の解

x = 1 ± 1√
3

は 0でない相異なる 2実数である。 (証明おわり)

(注) (判別式) > 0 かつ 3 × 02 − 6 × 0 + 2 �= 0より示してもよい。

(2) 解と係数の関係より

α + β = 2, αβ =
2
3

また，
1
α

+
1
β

=
α + β

αβ
= 2

3
2

= 3

であることに注意する。

( i ) A1 =
( 1

α
+

1
β

)
(α + β) = 3 × 2 = 6

A2 =
( 1

α2
+

1
β2

)
(α + β)2

=
{( 1

α
+

1
β

)2 − 2
1
α

1
β

}
(α + β)2

=
(
32 − 2 × 3

2

)
× 22 = 24

はともに整数である。 (証明おわり)

(ii) An+1 = (α + β)n+1(α−n−1 + β−n−1)

= (α + β)n+1
{
(α−1 + β−1)(α−n + β−n)− (αβ)−1(α−n+1 + β−n+1)

}

= 2n+1
{

3(α−n + β−n) − 3
2

(α−n+1 + β−n+1)
}

= 6 2n (α−n + β−n) − 6 2n−1 (α−n+1 + β−n+1)

= 6An − 6An−1

より，An−1および Anが整数ならば An+1も整数であり，( i )よりA1, A2は整
数であるから，数学的帰納法により

すべての自然数 nについて Aは整数
となることがわかる。 (証明おわり)
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