
数チャレ 第13回 (2002年2月)

自然数 x, y, z が
1
x

+
1
y

+
1
z

< 1 を満たすとき，
1
x

+
1
y

+
1
z
の最大値を

求めよ。

解答
(解法 1) 与えられた条件の中で x, y, zをできるだけ小さくとろうと考える。

x, y, zがすべて正の整数であることと対称性より
1 � x � y � z

としてよい。
3
z

� 1
x

+
1
y

+
1
z

< 1

より z > 3であり，xは自然数であるから
z � 4

次に，z (� 4)を固定して
2
y

� 1
x

+
1
y

< 1 − 1
z

=
z − 1

z
∴ y >

2z

z − 1
= 2 +

2
z − 1

ここで，z � 4より 2 +
2

z − 1
� 2 +

2
3

< 3 であるから，

y � 3
任意の y (� 3), z (� 4)に対して

1 − 1
y

− 1
z

� 1 − 1
3

− 1
4

=
5
12

>
1
3

( i ) x � 3のとき

x = 3, y = 3, z = 4で最大値
1
3

+
1
3

+
1
4

=
11
12

をとる。

( ii ) x = 2のとき
2
z

� 1
y

+
1
z

<
1
2

∴ z > 4

z (� 5)を固定して
1
y

<
1
2

− 1
z

=
z − 2
2z

∴ y >
2z

z − 2
= 2 +

4
z − 2

x = 2, z = 5または 6 のとき

2 +
4

z − 2
� 2 +

4
5 − 2

= 3 +
1
4

∴ y � 4

x = 2, z � 7のとき

2 +
4

z − 2
� 2 +

4
5

< 3 ∴ y � 3
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よって，x = 2における最大値は

max
{

1
2

+
1
4

+
1
5

,
1
2

+
1
3

+
1
7

}
= max

{
19
20

,
41
42

}
=

41
42

( i ), ( ii )より

{x, y, z} = {2, 3, 7} のとき最大値 41
42

(答)

をとる。

(解法 2) 多変数関数の最大値 �最小値を求める基本手順に従う。
x, y, zがすべて正の整数であることと対称性より

1 � x � y � z

としてよい。
2 � x � y, (x, y) �= (2, 2)として x, yを固定すると，

1
x

+
1
y

+
1
z

< 1 ⇐⇒ 1
z

< 1 − 1
x

− 1
y

⇐⇒ z >
xy

xy − x − y

y − xy

xy − x − y
=

y(xy − 2x − y)
xy − x − y

=
y{(x − 1)(y − 2) − 2}

xy − x − y

より，
(x, y) �= (2, 3), (2, 4), (3, 3)のとき

z � y かつ
1
x

+
1
y

+
1
z

< 1 ⇐⇒ z � y

である。

(x, y) = (2, 3)のとき z >
2×3

2×3 − 2 − 3
= 6

(x, y) = (2, 4)のとき z >
2×4

2×4 − 2 − 4
= 4

(x, y) = (3, 3)のとき z >
3×3

3×3 − 3 − 3
= 3

を考えあわせて，
1
x

+
1
y

+
1
z
が最大となるのは

(x, y, z) = (2, 3, 7), (2, 4, 5), (3, 3, 4)

のいずれかの場合に限られ，(x, y, z) = (2, 5, 5), (3, 4, 4)の場合は最大にならな
いことがわかる。

1
2

+
1
3

+
1
7

=
41
42

,
1
2

+
1
4

+
1
5

=
19
20

,
1
3

+
1
3

+
1
4

=
11
12

より

{x, y, z} = {2, 3, 7} のとき最大値 41
42

(答)

をとる。
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