
数チャレ 第14回 (2002年3月)

正の整数 aに対し，aの正の約数全体の和を f(a)で表す. ただし，1および a自身も
約数とする. たとえば f(1) = 1であり，a = 15ならば 15の正の約数は 1 , 3 , 5 , 15な
ので，f(15) = 24となる. 次の問いに答えよ.

(1) aが正の奇数 bと正の整数mを用いて a = 2m bと表されるとする. このとき
f(a) = (2m+1 − 1)f(b)

が成り立つことを示せ.

(2) aが 2以上の整数 pと正の整数 qを用いて a = pqと表されるとする. このとき
f(a) � (p + 1)q

が成り立つことを示せ. また，等号が成り立つのは，q = 1かつ pが素数であると
きに限ることを示せ.

(3) 正の偶数 a, bは，ある整数m, nとある奇数 r, sを用いて a = 2m r, b = 2nsの
ように表すことができる. このとき a, bが{

f(a) = 2b

f(b) = 2a

をみたせば，r, sは素数であり，かつ r = 2m+1 − 1 , s = 2m+1 − 1となることを
示せ.

出典：2002年 九州大学
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解答
(1) 2mと bは互いに素であるから，aの正の約数は 2mの正の約数 2kと bの正の約
数 dを用いて 2kdと表せるから，

f(a) =
m∑

k=0

∑
d | b

d∈N

2kd =
m∑

k=0

2k
∑
d | b

d∈N

d = (2m+1 − 1)f(b)
(おわり)

(2) pq, qは a = pqは正の約数であるから，
f(a) � pq + q = (p + 1)q

f(a) = pq + qとなるのは，a = pqの正の約数が pqと qだけのときであり，p � 2
より q = 1かつ pは素数となる。 (おわり)

(3) (1)より
f(a) = f(2m r) = (2m+1 − 1)f(r)
f(b) = f(2ns) = (2n+1 − 1)f(s)

f(a) = 2b, f(b) = 2aを満たせば
(2m+1 − 1)f(r) = 2n+1s, (2n+1 − 1)f(s) = 2m+1r

2m+1 − 1と 2n+1は互いに素，2n+1 − 1と 2m+1は互いに素であるから，
f(r)
2n+1

=
s

2m+1 − 1
= c,

f(s)
2m+1

=
r

2n+1 − 1
= d

はともに正の奇数(整数)である。
(2)より

r = (2n+1 − 1)d, 2n+1c = f(r) � 2n+1d

s = (2m+1 − 1)c, 2m+1d = f(s) � 2m+1c

c � dかつ d � cより c = dとなり，不等式の等号成立条件より
c = d = 1 かつ r = 2n+1 − 1, s = 2m+1 − 1は素数 (おわり)

参考：(3)のような正の整数 a, bの組は友愛数 (friendly numbers)と呼ばれる。
また，f(a) = 2aを満たす正の整数 aは完全数 (perfect number)と呼ばれる。
偶数の完全数も本問と全く同様の議論により

2n(2n+1 − 1) (nは自然数，2n+1 − 1は素数)
の形に限られることがわかる。
完全数も友愛数も奇数のものがあるかどうかについては未解決である。
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