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a, bを正の整数とする。
(1) nを 2以上の整数，kを 1 � k � n − 1なる整数とするとき，

an + bnが ak bn−kで割り切れるならば a = b

であることを示せ。
(2) nを 3以上の整数，kを 1 � k � n − 2なる整数とするとき，

an + bnは ak bn−k−1で割り切れるが a �= b

であるような (a, b)の組は無数に存在することを示せ。

解答
(1) an + bnが ak bn−kで割り切れるとすれば，

an + bn = m ak bn−k (mは正の整数)
と表される。 gcd(a, b) = dとおくと，( a
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aと bの役割を交換して考えれば，同様に
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(おわり)

(2) pを任意の素数として a = pk+1, b = pkとすると，

akbn−k−1 = pk(k+1)+k(n−k−1) = pkn

は anも bnも割るから，an + bnは akbn−k−1で割り切れるが a �= bである。
素数 pは無数にあるから，(a, b) = (pk+1, pk)も無数にある。 (おわり)

(注)
1◦ 一見，(1)の仮定は強すぎるように思えるが，それが実質的な限界であることを
(2)は示している。

2◦ 素数が無数にあることは有名であり，(2)ではその証明を省略しているが，例え
ば次のようにして示すことができる。
素数が p1, p2, · · · , pn(有限個)しかないとすれば，q = p1p2 · · · pn+1は p1, p2,

· · · , pnのいずれとも互いに素であるから，qの素因数は p1, p2, · · · , pn以外の
素数となって矛盾する。


