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数列 {an}を漸化式
a1 = 3, an+1 = an

2 − 2

によって定める。このとき，任意の異なる自然数m, nに対して，amと anは互いに
素な整数であることを示せ。

解答
a1 = 3であり，anが奇数ならば an+1 = an

2 − 2も奇数であるから，
任意の自然数 nに対して，anは奇数

である。
与えられた漸化式より

an+1 = an
2 − 2

an+2 = an+1
2 − 2

= (an
2 − 2)2 − 2

= an
4 − 4an

2 + 2
= an(an

3 − 4an) + 2

an+k = anqk + 2 (qnは整数)と表されるとすれば，
an+k+1 = an+k

2 − 2
= (anqk + 2)2 − 2
= an

2qk
2 + 4anqk + 2

ここで，qk+1 = anqk
2 + 4qkとおくと，qk+1も整数であり，

an+k+1 = anqk+1 + 2

以上より，m > nのとき，整数 qm−nを用いて

am =
{

anqm−n − 2 (m = n + 1)
anqm−n + 2 (m � n + 2)

と表されるから，互除法の原理により
gcd(am, an) = gcd(an, 2) = 2 or 1

ところが，anは奇数であるから
gcd(am, an) = 1

すなわち，amと anは互いに素である。m < nの場合も同様である。 (おわり)


