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mは 3以上の整数，αは

cos α =
1
m

, 0 < α <
π

2
を満たす実数とする。

(1) an = mn cos nα (n = 1, 2, 3, · · · )とするとき，anは整数であることを示せ。

(2) α
π は無理数であることを示せ。

コメント：mが 2k (kは 2以上の整数)であるか，奇数の素因数をもつかで場合分けします。

解答
(1) 加法定理と仮定より

cos(n + 1)α + cos(n − 1)α = 2cos nα cos α =
2
m

cos nα

両辺にmn+1をかけると，漸化式
an+1 + m2an−1 = 2an · · · · · · 1©

が得られる。
a1 = m cos α = 1

であり，2倍角の公式より
a2 = m2(2 cos2 α − 1) = 2 − m2

an−1, anが整数であるとすれば， 1©より an+1も整数となるから，
すべての自然数 nに対して anは整数である。 (おわり)

(2)
α
π
が有理数であるとすれば，ある自然数Nに対して

Nα
π
は整数となる。

このとき， cosNα = ± 1, N � 2であり，
aN = ±mN · · · · · · 2©

( i ) m = 2k (kは 2以上の整数)のとき
a1 = 1, a2 = 2 − 22k = 2(1 − 22k−1) (2k − 1 � 3)

an−1 = 2n−2 bn−1, an = 2n−1 bn (bn−1, bnは奇数)と表されるとすれば， 1©より
an+1 = 2an − 22kan−1 = 2n(bn − 22k−2 bn−1)

であるから，bn+1 = bn − 22k−2 bn−1 (2k − 2 � 2)とおくと
an+1 = 2n bn+1 (bn+1は奇数)

と表される。よって，
aN = 2N−1 bN (bNは奇数)

と表される。ところが， 2©より
aN = ± 2 2kN

であるから，矛盾する。
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(ii) mが 3以上の奇数の素因数 pをもつとき
2と pは互いに素であるから， 1©より

n � 2のとき p
∣
∣ an+1 =⇒ p

∣
∣ an

となって， 2©が成り立つならば a2は pの倍数となる。ところが，a2 = 2 − m2は
pで割り切れないから，矛盾する。

以上より，
α

π
は無理数である。

(おわり)
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