
数チャレ 第52回 (2005年5月)

不定方程式 3x3 = 5y5の自然数解を求めよ。

解答
3x3 = 5y5

の両辺に 3559をかけて
3659x3 = 35 510y5 ∴ (3253x)3 = (3 �52y)5

素因数分解を考えると，3と 5は互いに素であるから
3253x = m5, 3 �52y = m3

を満たす自然数mが存在する。ここで，mは 3×5で割り切れるから，
m = 3 �5 �n (nは自然数)

とおき直すことができて，
x = 3352n, y = 32 �5n

∴ x = 675n, y = 45n (nは自然数) (答)

(注) 与えられた方程式の両辺に 3p5qをかけると
3p+15qx3 = 3p 5q+1y5

となるから，3559を見つけるには{
p + 1 = 3a

p = 5b
······ 1©

{
q = 3c

q + 1 = 5d
······ 2©

を満たす自然数 a, b, c, dを定め，最小の自然数 p, qを求めればよい。
1©より pを消去して

3a − 5b = 1
3×2 − 5×1 = 1を辺々から引いて

3(a − 2) − 5(b − 1) = 0 ∴ 3(a − 2) = 5(b − 1)

3と 5は互いに素であるから，ある非負整数 kを用いて
a − 2 = 5k, b − 1 = 3k ∴ a = 5k + 2, b = 3k + 1

1©に代入して
p = 15k + 5 (kは非負整数)

2©より qを消去して
5d − 3c = 1 ∴ 5(d − 2) = 3(c − 3)

5と 3は互いに素であるから，ある整数非負 lを用いて
c − 3 = 5l, d − 2 = 3l ∴ c = 5l + 3, d = 3l + 2

2©に代入して
q = 15l + 9 ( lは非負整数)


