
数チャレ 第69回 (2006年10月)

自然数 nに対して，(2 +
√

3 )nの整数部分を anとする。
(1) a1 + 1 − (2 +

√
3 ) および a2 + 1 − (2 +

√
3 )2を求めよ。

(2) anを nの式で表せ。
(3) a2006の (10進法表示における) 1の位を求めよ。

解答
(1) 12 < 3 < 22より 1 <

√
3 < 2であるから

a1 =
[
2 +

√
3

]
= 2 + 1 = 3

∴ a1 + 1 − (2 +
√

3 ) = 2 −√
3 (答)

n = 2のとき
(2 +

√
3 )2 = 7 + 4

√
3 = 7 +

√
48

であるが，62 < 48 < 72より

a2 =
[
7 +

√
48

]
= 7 + 6 = 13

∴ a2 + 1 − (2 +
√

3 )2 = 7 − 4
√

3 (答)

(2) α = 2 +
√

3 , β = 2 −√
3 とおく。

(1)より an + 1 − (2 +
√

3 )n = (2 −√
3 )nであることが予想できるので，まず

bn = αn + βn

が整数になることを nについての数学的帰納法で示す。
b1 = α + β = (2 +

√
3 ) + (2 −√

3 ) = 4,

b2 = α2 + β2 = (7 + 4
√

3 ) + (7 − 4
√

3 ) = 14

はともに整数である。
bk = αk + βk, bk+1 = αk+1 + β k+1

がともに整数であるとすれば，
bk+2 = αk+2 + β k+2

= (α + β)(αk+1 + β k+1) − αβ (αk + βk)
= 4(αk+1 + β k+1) − (αk + βk)
= 4bk+1 − bk

も整数になるから，すべての自然数 nに対して
bn = αn + βnは整数

である。
0 < β = 2 −√

3 < 1より 0 < βn < 1であるから
αn < bn = αn + βn < αn + 1 ∴ bn − 1 < αn < bn

anは αnの整数部分であるから，an = bn − 1であり，

an = αn + βn − 1 = (2 +
√

3 )n + (2 −√
3 )n − 1 (答)
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(3) (2)の考察より
an = bn − 1, bn+2 = 4bn+1 − bn (n = 1, 2, · · · )

であるから，{bn}を消去すると
an+2 + 1 = 4(an+1 + 1) − (an + 1)

∴ an+2 = 4an+1 − an + 2

さらに，
an+3 = 4an+2 − an+1 + 2

= 4(4an+1 − an + 2) − an+1 + 2
= 15an+1 − 4an + 10

より
an+3 − an = 5(3an+1 − an + 2) · · · · · · 1©

また，
a1 = 3, a2 = 13, an+2 = 2(2an+1 − an + 1) + an

より，anはつねに奇数であるから
an+3 − anは偶数 · · · · · · 2©

である。 2と 5は互いに素であるから， 1©, 2©より
an+3 − anはつねに 10で割り切れ，an+3 ≡ an (mod 10)

2006 = 3 × 668 + 2 より
a2006 ≡ a2 (mod 10), a2 = 13

であるから，
a2006の (10進法表示における) 1の位は 3 (答)
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