
2009年 東京女子大学 現代教養学部 数理科学科 数学 ( 1 ) 解答

1.
(1) 直線 y = x−aと円周 x2 + y2 = 1との交点を P, Q (xQ < xP)とし，y = |x−a|
のグラフと円周 x2 + y2 = 1との交点のうち Pでない方を Rとする。{

y = x − a

x2 + y2 = 1
より yを消去すると

x2 + (x − a)2 = 1
2x2 − 2ax + (a2 − 1) = 0

図形的に考えて
x

y

a 1

1

P

Q

R
M

O
xP =

a +
√

2 − a2

2

xQ = xR =
a −√

2 − a2

2

yP = xP − a =
−a +

√
2 − a2

2

yR = −yQ = −xQ + a =
a +

√
2 − a2

2
−−→
OM =

1
2

(
−→
OP +

−→
OR)より

M
(

a

2
,

√
2 − a2

2

)
(答)

(2) M(x, y)とおくと

x =
a

2
かつ y =

√
2 − a2

2
かつ 0 � a � 1

a = 2xを他の 2式に代入して aを消去すると

y =

√
2 − (2x)2

2
=

√
1
2

− x2 かつ 0 � x � 1
2

となるから，Mの軌跡は次図のようになる。
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y

1
2

1
2
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2
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(答)
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2.
(1) Dは BCを 2 : 3に内分するから

−→
PD =

3
−→
PB + 2

−→
PC

2 + 3
=

3
5
−→
PB +

2
5
−→
PC (答)

(2) 7
−→
PA + 3

−→
PB + 2

−→
PC =

−→
0と (1)より

−→
PD =

1
5

(3
−→
PB + 2

−→
PC) = − 7

5
−→
PA

よって， 3点A, P, Dは同一直線上にある。 (証明おわり)

(3)
−→
PD = − 7

5
−→
PAより，Pは ADを 5 : 7に内分する。

A

B CD

P

2© 3©

5©

7©

�ADCの面積を Sとおくと

�PBD =
2
3

S, �PCA =
5
7

S

であるから，

�PBD : �PCA =
2
3

S :
5
7

S = 14 : 15 (答)
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3.

(1) 食塩の量に注目すると，1回ごとに
1
4
を取り除き，3gの食塩を加えるから，

4an+1 = 4an ×
(
1 − 1

4

)
+ 3

∴ an+1 =
3
4

an +
3
4

(答) · · · · · · 1©

(2) α =
3
4

α +
3
4
とおくと α = 3 であるから，

3 =
3
4

× 3 +
3
4

· · · · · · 2©
1©− 2©より

an+1 − 3 =
3
4

(an − 3)

{an − 3}は初項 a0 − 3 = 12 − 3 = 9, 公比
3
4
の等比数列であるから

an − 3 = 9
( 3

4

)n
∴ an = 3 + 9

( 3
4

)n
(答)

(3) (2)より

an = 3 + 9
( 3

4

)n
< 6 ⇐⇒

( 3
4

)n
<

1
3

である。 ( 3
4

)3
=

27
64

>
27
81

=
1
3( 3

4

)4
=

81
256

<
81
243

=
1
3

であるから，an < 6となるような最小の nは
n = 4 (答)

である。
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4. 0 � x � 1より
x � 1 � x + 1

であるから，
t

u

xO−1 1

1

F (x) =
∫ 1

x
(−t2 + 1) dt +

∫ x+1

1
(t2 − 1) dt

=
∫ x

1
(t2 − 1) dt +

∫ x+1

1
(t2 − 1) dt

xで微分して
F ′(x) = x2 − 1 + (x + 1)2 − 1

= 2x2 + 2x − 1

= 2
{(

x +
1
2

)2 − 3
4

}

= 2
(

x +
1
2

+
√

3
2

)(
x +

1
2

−
√

3
2

)

0 � x � 1において F ′(x)は x −
√

3 − 1
2

と同符号であるから，F (x)の増減は

x 0
√

3 − 1
2

1

F ′(x) − 0 +
F (x) ↘ 極小 ↗

よって，F (x)は

x =
√

3 − 1
2

(答)

において最小となる。

(参考)

F (x) =
∫ 1

x
(−t2 + 1) dt +

∫ x+1

1
(t2 − 1) dt

=
[
− 1

3
t3 + t

]1

x

+
[

1
3

t3 − t

]x+1

1

= 2
(
− 1

3
+ 1

)
+

1
3

x3 − x +
1
3

(x + 1)3 − (x + 1)

=
2
3

x3 + x2 − x +
2
3

=
(
x2 + x − 1

2

)( 2
3

x +
1
3

)
− x +

5
6

より

F

(√
3 − 1
2

)
= −

√
3 − 1
2

+
5
6

=
4
3

−
√

3
2
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1.
(1) Q(x, y)とおくと，

−→
OQ = 2

−→
OPより

P
( 1

2
x,

1
2

y
)

点 Pは中心 (1, 1), 半径 1の円周上を動くから( 1
2

x − 1
)2

+
( 1

2
x − 1

)2
= 12

∴ (x − 2)2 + (y − 2)2 = 22

点Qの軌跡Dを図示すると，次図のようになる。

x

y

O 2

2

(答)

(2)
C : (x − 1)2 + (y − 1)2 = 1 · · · · · · 1©
D : (x − 2)2 + (y − 2)2 = 4 · · · · · · 2©

1©− 2©より
2x + 2y − 6 = −3 ∴ y = −x +

3
2

1©に代入して，yを消去すると

(x − 1)2 +
(
−x +

3
2
− 1

)2
= 1

2x2 − 3x +
1
4

= 0

∴ x =
3 ±√

7
4

(答)
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2. 45を引いて得られる平方数をm2 (mは自然数), 44を足して得られる平方数
を n2 (nは自然数)とすると，

m2 + 45 = n2 − 44
n2 − m2 = 89

∴ (n + m)(n − m) = 89

89は素数であり，
n + m > 0, n + m > n − m

であるから，
n + m = 89, n − m = 1

∴ m = 44, n = 45

求める自然数は
442 + 45 = 452 − 44 = 1981 (答)
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3.
(1) ex > 0より，y = exと y = a

√
xが共有点をもつには

a > 0

が必要である。このとき，y = a
√

x は上に凸であるから，ただ一つの共有点は接
点である。

x = tにおいて接するとすれば，


et = a
√

t

et =
a

2
√

t

· · · · · · 1©
· · · · · · 2©

1©÷ 2©より
1 = 2t ∴ t =

1
2

1© (または 2©)より

a =
et

√
t

=
√

2 e
1
2 =

√
2e (答)

共有点の座標は
( 1

2
,
√

e
)

(答)

(2) 2つの曲線 y = ex, y =
√

2ex と y軸で囲まれた部分の面積 Sは

S =
∫ 1

2

0

(
ex −

√
2e x

1
2
)
dx

=

[
ex − 2

√
2e

3
x

3
2

]1
2

0

= e
1
2 − 1 − 2

√
2e

3
1

2
√

2

=
2
√

e
3

− 1 (答)
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4.
(1) 仮定の 2つの式を 1つにまとめると

A

(
a 1
1 b

)
=

(
1 a

b 1

)

det
(

a 1
1 b

)
= ab − 1 	= 0 のとき

(
a 1
1 b

)−1

=
1

ab − 1

(
b −1
−1 a

)
が存在するから，両辺右からかけて

A =
1

ab − 1

(
1 a

b 1

)(
b −1
−1 a

)

=
1

ab − 1

(
b − a a2 − 1
b2 − 1 a − b

)
(答)

(2) ab = 1のとき

A

(
a

1

)
= A

(
a

ab

)
= aA

(
1
b

)
= a

(
a

1

)

A

(
a

1

)
=

(
1
b

)
より

a2 = 1 かつ a = b ∴ a = b = 1 (答)

このとき，条件は A

(
1
1

)
=

(
1
1

)
であり，条件を満たす行列Aは

A =
(

2 −1
1 0

)
,

(
2 −1
3 −1

)
など 2個以上ある。 (証明おわり)

(注)「a, bは実数」の仮定がなくても結果は同じである。
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