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点Oを中心とする半径 r の円 Cの内部に，Oと異なる点Mをとり，OM = mと
する。 (0 < m < 1)

(1) Mを中点とする円Cの弦の両端を A, Bとし，AにおけるCの接線と Bにおける
Cの接線の交点を Nとする。MNの長さを r, mで表せ。

(2) Mを通る任意の円 Cの弦を EFとする。直線OMに関して点 Fと対称な点を Gと
し，直線 EGと直線OMの交点を H, 点 Hから円 Cに引いた接線の接点を P, Qと
する。PQの中点はMと一致することを証明せよ。

解答
(1) �AMN∽�OMAより
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(2) MH = MNを示せばよい。
点 Hは FGの垂直二等分線上にあるから

∠MHE = ∠MHF
∴ EH : FH = EM : FM
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EM = a, FM = bとおくと
EH = ka, FH = GH = kb

(kは正の実数)
と表されて，方べきの定理より

PH2 (= QH2) = EH GH = k2ab

円の接線の性質より
∠OPH = 90◦

であるから，三平方の定理より
OH =

√
OP2 + PH2 =

√
r2 + k2ab

∴ MH =
√

r2 + k2ab − m · · · · · · 2©
∠EMH = θとおいて，�EMHと�FMHに余弦定理をあてはめると

cos θ =
a2 + MH2 − (ka)2

2a MH
, cos(π − θ) =

b2 + MH2 − (kb)2

2b MH
補角の公式より cos θ + cos(π − θ) = 0 であるから

b(a2 + MH2 − k2a2) + a(b2 + MH2 − k2b2) = 0

a + bで割ると
ab(1 − k2) + MH2 = 0
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2©を代入すると
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√
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√

r2 + k2ab = 0

∴
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· · · · · · 3©

点Mに関する方べきを考えると
ab = AM BM = AM2 = r2 − m2 · · · · · · 4©

であるから， 2©, 3©, 4©, 1©より

MH =
ab + r2 + m2
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(証明おわり)
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