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三角形 ABCの内部に点 Pをとる。点 Pを通って辺 BCに平行な直線と辺 AB, CA
との交点をそれぞれ D, Eとし，点 Pを通って辺 CAに平行な直線と辺 BC, ABとの
交点をそれぞれ F, Gとし，点 Pを通って辺 ABに平行な直線と辺 CA, BCとの交点
をそれぞれ H, I とする。

�PIF, �PEH, �PGDの面積の和 Sが最小となる点 Pの位置を求めよ。

解答
AG = sAB, GD = tAB, s > 0, t > 0, s + t < 1

とし，�ABCの面積をmとおく。
四角形 BIPDは平行四辺形であるから

PI = DB = (1 − s − t)AB

であり，�PIF∽�ABCであるから
(�PIFの面積) = (1 − s − t)2m

あとの 2つの三角形についても同様に，
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HP = sAB, �HPE∽�ABC
より

(�PEHの面積) = s2m,

�GDP∽�ABCより
(�PGDの面積) = t2m

であるから，
S = m{(1 − s − t)2 + s2 + t2}

= m{2s2 − 2(1 − t)s + 2t2 − 2t + 1}

= m
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よって，Sは

s − 1 − t

2
= 0 かつ t − 1

3
= 0, すなわち s = t =

1
3

のとき最小となる。
このとき，G, Dは辺ABの 3等分点であり，DI GFより

BI : IF : FC = BD : DG : GA

であるから，
I, Fは辺 BCの 3等分点

である。
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直線APと辺 BCの交点をMとすると，DE BCより
AP : PM = AD : DB = 2 : 1,

AB PIより
BI : IM = AP : PM = 2 : 1

であるから，
Mは BCの中点，すなわちAPの延長は�ABCの中線

である。同様に，BPの延長と CPの延長も�ABCの中線となるから，

Sが最小となるとき，点 Pは�ABCの重心 (答)

である。
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